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Analisis Numeérico 0. PrROLOGO

Proélogo

Esto no pretende ser un libro sobre Analisis Numeérico ni algo que se le parezca. Simple-
mente es un resumen, incompleto, de las clases dadas en el &mbito de la Facultad de Ingenieria,
durante los afios 2005 y 2006, orientadas originalmente a la parte practica y luego reconvertidas
como clases teéricas durante los afios 2007, 2008 y 2009.

El objetivo es dar una guia de los temas y enfocar a los alumnos en los temas mas
importantes del Analisis Numérico que suelen aplicarse en el ambito de la ingenieria. No intenta
ser un manual ni un libro de texto, sino servir como ayuda-memoria a la hora de repasar lo visto
en clase. Textos y libros de gran calidad existen por doquier, algunos de los cuales se refieren en
la bibliografia, a los que no busca reemplazar. Es més, muchas de las demostraciones se deben
buscar en esos textos.

Al mismo tiempo, algunos temas que no suelen incluirse en los libros tradicionales se han
desarrollado con mayor o menor fortuna. Algunos ejemplos de ello son el Método de Interpolacion
Baricéntrica de Lagrange, una forma alternativa de construir los polinomios interpolantes de
Lagrange, el método de interpolacion de Akima, método desarrollado a fines de los anos 60, y
una aproximacion al Método de los Gradientes Conjugados para resolver sistemas de ecuaciones
lineales en forma iterativa. El primero de ellos no figura en ningan libro conocido y es una
interesante alternativa para desarrollar en una computadora, tal como refieren quienes publicaron
el método, los mateméaticos Jean-Paul Berrut (Départment de Mathématiques, Université de
Fribourg) y Lloyd N. Trefethen (Computing Laboratory, Oxford University). Algo similar ocurre
con la interpolacion de Akima.

El tercero, en cambio, aparece en varios libros dedicados al método de los elementos
finitos, pero no siempre en los textos de Analisis Numérico. Por ejemplo, recién en la séptima
edicion del libro Andlisis Numérico de Burden & Faires se lo incluye como parte importante del
libro. En otros textos ni siquiera se lo menciona, a pesar de ser uno de los métodos iterativos
mas importantes para resolver sistemas de ecuaciones lineales ralos, sobre todo en los tltimos
afnos, gracias al desarrollo de las computadoras personales. Para las clases, tanto teéricas como
practicas, la base que se usé para la explicaciéon es la publicada por el profesor Dr. Jonathan
Richard Shewchuk (School of Computer Science, Carnegie Mellon University), que es de libre
disponibilidad en la web, y muy buena desde el punto de vista de la interpretacién y comprension
del método. El texto actual usa parte de esa publicacién y agrega también algunas ideas propias.

Respecto a versiones anteriores, ademés de correcciones tipogréaficas y de redaccion, se
han agregado algunos temas que se desarrollaron en los ultimos cuatrimestres, como son el
método de Halley para ecuaciones no lineales, el andalisis de la estabilidad, la consistencia y la
convergencia de los métodos para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden
con valores iniciales, y los métodos numeéricos para resolver ecuaciones diferenciales de segundo
orden, también con valores iniciales.

Finalmente, este resumen no seria posible sin la ayuda de todos aquellos que han inter-
venido e intervienen en el curso 008 de Analisis Numérico I de la Facultad de Ingenieria de la
Universidad de Buenos Aires. Quiero agradecer a German Sosa, Rafael Barrera Oro, Florencia
Lanteri, Micaela Suriano, Maria Ciminieri e Ivan Flores Lagos, que actualmente se desempenan
como colaboradores. También a Mariano Ameijeiras, que fue fundamental para armar la clases
cuando empezamos, y a Adolfo Ibéafiez, Guillermo Scolastico, Dario Kubar, Mariano Castro Con-
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Analisis Numérico

de, Carolina Tortoriello, Maria Actis y Exequiel Escobar, que han colaborado con el curso en
anos anteriores y aportaron sus visiones de como encarar las clases y mejorar las explicaciones
o ejemplos usados durante el desarrollo del mismo. Y fundamentalmente al Ing. Carlos Amura,
que me incorporo a su equipo allé por el 2003. Ellos han hecho y hacen posible que este resumen
sea efectivo.

Una vez maés, gracias a los alumnos, quienes han aportado (y siguen aportando) mucho,
revisando y encontrando errores, y puntos que no resultaron muy claros o faciles de seguir. Quiero
agradecer a la alumna Maria Inés Parnisari que me ayudd a encontrar correctores ortograficos
para WTEX, después de encontrar gran cantidad de errores tipogréaficos, ademas de sugerir mejoras
y modificaciones mas que oportunas, que espero se incorporen en proximas versiones.

Rodolfo A. Schwarz, Buenos Aires, febrero de 2013.
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Analisis Numeérico 1. ERRORES EN LOS METODOS NUMERICOS

Capitulo 1

Errores en los métodos numeéricos

1.1. Una definicion de Analisis Numérico

Es usual que el anélisis numérico esté asociado estrictamente a la siguiente definicion
general: Es el estudio de los errores de redondeo. De acuerdo con Lloyd Trefethen (véase [18]),
profesor en la universidad de Oxford, esta definicién es errénea. Entiende que si esta percepcion
es correcta, resulta poco sorprendente, entonces, que el anélisis numérico sea visto como una
asignatura aburrida y tediosa. Es cierto que los errores de redondeo son inevitables, y que su
analisis es complejo y tedioso, pero no son fundamentales. Al analizar varios libros dedicados
al tema, encuentra que los capitulos iniciales siempre estan referidos al error de redondeo o
sus temas asociados: precision, exactitud, aritmética finita, etc. Veamos algunos ejemplos de la
bibliografia disponible en espanol:

» Burden & Faires, Métodos Numéricos (2005): 1. Preliminares mateméticos y anélisis del
error.

» Gonzilez, Andlisis Numérico, primer curso (2002): 1. Errores en el célculo numérico.

w Curtis € Wheatley, Andlisis numérico con aplicaciones (2002): 0. Céalculo numérico y
computadoras (0.5 Aritmética por computadoras y errores).

» Nakamura, Métodos numéricos aplicados con software (1992): 1. Causas principales de
errores en los métodos numéricos.

» Ramirez Gonzdlez y otros, Cdlculo Numérico con Mathematica (2005): 1. Introduccion al
Célculo Numérico. Errores.

» Maron & Lipez, Andlisis Numérico, un enfoque prictico (1998): 1. Algoritmos, errores y
dispositivos digitales.

» Quintana y otros, Métodos numéricos con aplicaciones en Excel (2005): Capitulo 1. Defi-
nicién de error.

Esto ayuda a que los alumnos tengan una percepciéon equivocada del objeto principal de
la materia. Para evitar esto, Trefethen propone una definicién alternativa:

Andlisis numérico es el estudio de los algoritmos para resolver problemas de la ma-
temdtica continua.

Para él la palabra clave es algoritmo. De hecho, en Wikipedia podemos encontrar esta
definicion:
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1.2. El concepto y las fuentes de error Analisis Numérico

El andlisis numérico es la rama de la matemdtica que se encarga de disenar algoritmos
para, a través de nimeros y reglas matemdticas simples, simular procesos matemdticos
mds complejos aplicados a procesos del mundo real;

cuya referencia es justamente, jLloyd (Nick) Trefethen! Y, segun él, el principal objetivo del
analisis numeérico es disenar algoritmos para aproximar valores desconocidos (no lo conocido de
antemano), y hacerlo en forma rapida, muy réapida.

Por esa razon, este capitulo tiene por objeto desmitificar la influencia de los errores al
aplicar métodos numeéricos, y en particular, la influencia del error de redondeo como fuente
basica de los problemas en la utilizacién de algoritmos para resolver problemas mateméticos,
aun cuando la existencia de los mismos debe llevar a tenerlos en cuenta en determinados casos
en los que no se los puede soslayar. Para ello, empezaremos viendo los errores que intervienen en
cualquier procedimiento o céalculo numérico.(Para un analisis més detallado acerca del estudio
de los errores y la estabilidad de los algoritmos, véase [10].)

1.2. El concepto y las fuentes de error

1.2.1. Introduccién

Tal como dijimos en la definicién de anéalisis numérico, su objetivo principal no es analizar
en detalle los errores que intervienen en el computo de cantidades. Pero si es uno de los puntos
en los cuales cualquier matematico (o de otra rama de la ciencia o tecnologia asociada a la mate-
matica) que se dedique a desarrollar algoritmos debera ser un especialista en el tema. ;jPor qué?
Simplemente, porque sus algoritmos seran utilizados para resolver problemas que seguramente
no tengan una solucién analitica o que la obtencién de esa solucion esta fuera de los alcances del
usuario de ese algoritmo. Por ejemplo, es usual que los ingenieros utilicen programas que resuel-
ven estructuras por el método de los elementos finitos para dimensionar determinadas piezas o
establecer las formas definitivas de las mismas, con el fin de optimizar el uso de los materiales
o para darle ciertas caracteristicas especiales a la estructura. Si bien es posible que varios de
esos problemas puedan ser resueltos con modelos analiticos, lo mas probable es que esos modelos
s6lo tengan una definicién general (atn cuando sea compleja) en forma de ecuaciones diferen-
ciales o de sistemas de ecuaciones diferenciales, tanto ordinarias como en derivadas parciales. Y
si bien existen métodos de resolucion analiticos (simbolicos) para las ecuaciones diferenciales,
las condiciones de borde de un problema particular puede hacer initil la bisqueda de solucio-
nes analiticas o simbodlicas. Por lo tanto, el tinico camino viable para obtener una respuesta al
problema planteado es la aplicaciéon de un método numérico.

Si no contamos con una solucién analitica, jcémo sabremos si los resultados obtenidos
sirven? Esta es una de las razones por las cuales los analistas numéricos deben ocuparse de
analizar qué tipos de errores afectan a los algoritmos que desarrollan y hasta qué punto son
responsables de los posibles errores en los resultados que se obtendran por aplicaciones de los
mismos. Pero debe tenerse en cuenta que, por otro lado, estos algoritmos deben ser rapidos (de
convergencia rapida) y que seran aplicados en computadoras, algo que no suele remarcarse con
debida propiedad, que, por supuesto, estan sometidas a limitaciones propias.

El problema de los errores en los calculos no es propiedad del siglo XX (o XXI) y de
los que sigan. Desde los inicios de la matematica y de las ciencias asociadas, es un problema
que interes6 e interesa a todos los involucrados. Como ejemplo, tomemos un tipico método de
interpolacién que se ensena en cualquier curso, el de los polinomios de Lagrange. La féormula para
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obtener los polinomios es:

n

[V IEEED

n k=0
Pa(a) = 3" f 1y(w); () = 2
j=0

[T —a)
k=0
k#j
El propio Lagrange advertia en su época, que el método no era totalmente confiable,

pues muchas veces los resultados obtenidos no eran correctos. De todos modos, el método suele
estudiarse como una herramienta tedrica a pesar de que tiene las siguientes desventajas:

1. Cada evaluaciéon de p(z) requiere O(n?) sumas/restas y multiplicaciones/divisiones.
2. Anadir un nuevo par de datos x,11; fna1 requiere recalcular todo de cero.
3. El cdlculo es numéricamente inestable.

En tanto que las dos primeras se refieren a la eficiencia del algoritmo para obtener el
polinomio, la ultima estd estrictamente relacionada con los errores que pueden aparecer por
las operaciones de calculo involucradas en el procedimiento. Esto tltimo se hizo muy evidente
al utilizar las computadoras como elemento de calculo. En consecuencia, para analizar cuan
inestable (y/o mal condicionado) es el algoritmo, debemos analizar como se propagan los errores.
Veremos a continuacion el concepto y la definicién de lo que denominamos error.

1.2.2. Concepto de error

La palabra error suele llevar a interpretaciones confusas segiin quien la exprese. En el
lenguaje coloquial de uso diario, el concepto de error esté relacionado con falla o mal hecho.
Una expresion como «el error fue ...» suele asociarse con la causa que produjo un resultado no
aceptable o equivocado, y que, por lo tanto, debe ser evitado o enmendado para que al hacer de
nuevo el célculo (o cualquier otra cosa), el resultado obtenido sea aceptable o correcto.

En cambio, en el &mbito del analisis numeérico (y en general, en las ciencias e ingenieria),
el término error esté relacionado especificamente con la incertidumbre de los datos de ingreso
como de los resultados obtenidos, sin que esto signifique necesariamente que los resultados sean
equivocados. Dicho de otra manera, no pone en duda la confiabilidad del método en si, sino que
analiza el grado de incertidumbre de los valores numéricos. En la ingenieria esto es de particular
relevancia, puesto que los datos que utilizamos provienen de mediciones en campo, estimaciones
probabilisticas, hipétesis y modelos matematicos simplificados, o de la experiencia profesional.
Rara vez se cuenta con datos con validez «exactay. Sin embargo, si una leve modificaciéon de
estos datos produce resultados considerablemente diferentes que no reflejan la realidad, estamos
ante la presencia de un problema que si puede objetar el procedimiento utilizado. Es decir, el
procedimiento es inestable o mal condicionado, conceptos diferentes.

Para analizar cuan confiable es un procedimiento o algoritmo, se vuelve necesario el
estudio de los errores que afectan los célculos y las operaciones que intervienen en dicho algoritmo,
y como se propagan hasta afectar los resultados que éste entrega.

1.2.3. Fuentes de error
Las fuentes de error que analizaremos son las siguientes:

= Error inherente: Es el error de los datos de entrada que puede estar dado por la precision
en la medicién de los datos, por la representacién numérica, por provenir de célculos previos,
etc.
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» Error de redondeo/corte: Es el error debido estrictamente a la representacion numérica
utilizada y esta asociado a la precisiéon usada en los calculos, generalmente una calculadora
o una computadora.

» Error de truncamiento/discretizacion: Es el error que aparece al transformar un pro-
cedimiento infinito en uno finito, por ejemplo, transformar una serie de infinitos términos
en una funcién finita, o de usar una aproximaciéon discreta para representar un fendémeno
o modelo continuo.

s Error del modelo matematico: Es el debido a las simplificaciones e hipétesis introdu-
cidas para definir el modelo matematico que representa el problema fisico.

» Error humano y/o de la maquina: Es el error que se produce por la intervencion
humana, ya sea por una mala transcripciéon o interpretacién incorrecta de los datos origi-
nales, por programas de computaciéon mal hechos y/o fallas en el disefio, implementacion
o configuracién de programas o computadoras.

La tltima fuente de error suele ser asociada al concepto coloquial de «error». Desde la
optica del analisis numérico, los dos ultimos errores estédn fuera de su alcance, si bien no deben
ser despreciados a la hora de evaluar los resultados obtenidos, en particular, el debido al modelo
matematico.

1.3. Error absoluto y error relativo

Empezaremos por analizar las férmulas mas sencillas de error. Supongamos que obte-
nemos de alguna forma (por ejemplo, una medicién) cierto valor m. Sabemos que el valor «exacto»
de dicho valor es m. Como conocemos ese valor m podemos definir dos tipos de errores:

1. Error absoluto: ¢, = m — m;

2. Error relativo: e, = m=—m_ (siempre que m # 0).
m m

Generalmente, el error relativo es una medida mucho més representativa del error, espe-
cialmente cuando |m| >> 1. Cuando |m| ~ 1, entonces ambos errores coinciden. En la practica
suele ser poco probable conocer el valor m, por lo que no podemos calcular e, ni e,. Entonces,
;,como sabemos qué error estamos teniendo? Si no conocemos la soluciéon del problema pareciera
que no hay forma de saberlo.

Partamos de no conocer m y de que el valor m fue obtenido por medicién usando un
instrumento cuya precision' es e, (por error de medicion). Si tomamos el concepto de error
absoluto podemos obtener una idea del valor de m. En efecto, tenemos que:

€ =€ =M—m = M =M €y;

que podemos generalizar a:
m=m =% eg; (1.1)

si tenemos en cuenta que el valor de e, puede ser positivo o negativo. Asi, una forma més general
de escribir el error absoluto y el relativo es:

L |E[ = |ea| = [m —m];

—m m—m FE
2 o= [ Im 1

m|  m[”

'En este caso, precision se refiere a la unidad mas chica que el instrumento puede medir.
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Como hemos supuesto que e, = e,,, sabemos cual es nuestro error absoluto, pero seguimos
sin saber cudl es nuestro error relativo. Tenemos dos posibilidades para obtener m:

m=m-+e; 0 Mm=1m — eg,
y entonces el error relativo seria:

€a —€q
Cpr = —"— 0 € = ——— S ——
m+ eq m — eq |m + eq

Resulta, entonces, més conveniente definirlo como:

_ l€a]
m|’

(1.2)

Er

cuando se conoce M y €.

1.4. Propiedades de los algoritmos

Hemos dicho que el anélisis numérico se ocupa de estudiar algoritmos para resolver pro-
blemas de la matematica continua. Dado que estos algoritmos son una aproximacién al problema
matematico, resulta evidente que los resultados obtenidos estaran afectados por alguno de los
errores mencionados. Y como en muchas ocasiones los datos de entrada de ese algoritmo también
tienen errores, la pregunta que surge inmediatamente es: jcomo sabemos si los resultados que
arroja el algoritmo son confiables? La pregunta no tiene una tnica respuesta, depende del tipo
de error que analicemos o que tenga mayor influencia y de las caracteristicas del problema
matematico. Podemos tener varias aproximaciones acerca de un algoritmo, a saber:

1. Una primera aproximacién a una respuesta seria analizar cuan sensible son los resultados
que arroja un algoritmo cuando los datos de entrada se modifican levemente, o dicho de
otra forma, cuando sufren una perturbacién. Un analisis de este tipo tiene dos formas de
ser encarado: por un lado, estudiando la propagacion de errores (en inglés, forward error),
es decir, perturbar los datos de entrada y ver qué consecuencia tiene en el resultado; por
otro lado, podemos estudiar eso de manera inversa, partiendo de una perturbacién en los
resultados, y analizar qué grado de perturbacion (error) pueden tener los datos de entrada.
Esta tltima se conoce como andlisis retrospectivo (en inglés, backward error). En ambos
casos estamos estudiando la influencia del error inherente en el resultado.

2. Una segunda aproximaciéon puede ser analizar el algoritmo con diferentes representaciones
numeéricas en los datos de entrada y estudiar qué ocurre con los resultados. En este caso
estudiamos la incidencia del error de redondeo.

3. Finalmente, y tal vez el més sencillo de todos, otra aproximacién puede ser analizar qué
ocurre cuando se trunca un procedimiento o discretiza el dominio de nuestro problema
matematico. Este tipo de analisis puede que requiera solamente de un trabajo algebraico
mas que numeérico, y, a veces, suele combinarse con el error de redondeo.

La enumeracion anterior en tres aproximaciones es a los efectos de identificar las causas
y la forma de encarar el problema. Sin embargo, la realidad suele ser mucho més compleja, y los
errores que surgen de aplicar uno o varios algoritmos, resultan ser una combinacién de todos y
dependen, muchas veces, de las caracteristicas de los datos del problema.
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1.4.1. Condiciéon de un problema

El primer caso, el analisis de la propagaciéon de los errores inherentes, permite establecer
si el problema esta bien o mal condicionado. Si al analizar un pequeno cambio (o perturbacion)
en los datos el resultado se modifica levemente (o tiene un pequenio cambio), entonces estamos
ante un problema bien condicionado. Si, por el contrario, el resultado se modifica notablemente
o se vuelve oscilante, entonces el problema esta mal condicionado. Si éste fuera el caso, no hay
forma de corregirlo cambiando el algoritmo (como se vera después) pues el problema esta en el
modelo matematico.

Definiciéon 1.1. Un problema matemético (numérico) se dice que esta bien condicionado si pe-
quenas variaciones en los datos de entrada se traducen en pequenas variaciones de los resultados.

Observacion 1.1.1. Un problema mal condicionado puede ser resuelto con exactitud, si real-
mente es posible, solamente si se es muy cuidadoso en los célculos.

Observacion 1.1.2. Si f representa al algoritmo «real» y f* al algoritmo «computacionaly, y
x a la variable «real» y x* a la variable «computacional», entonces el error en los resultados se
puede definir como:

[f (@) = 7 (@) < |f (@) = faD)]+[f(@) = [ @) + |7 (2) = 7 (7)]

~
condiciéon estabilidad truncamiento

Veremos mas adelante que las «pequenas variacionesy» en los datos de entrada estéan
asociadas al problema en cuestiéon. No es posible «a priori» definir cuantitativamente cuando
una variacién es «pequena» y cudndo no lo es. El anélisis de los errores inherentes es importante
para establecer la «sensibilidad» del modelo numeérico a los cambios en los datos, puesto que rara
vez los datos de entrada estdn exentos de error.

1.4.2. Estabilidad de un algoritmo

El segundo caso es el que suele ser un «dolor de cabeza» para los analistas numéricos. Si
analizamos un algoritmo ingresando los datos con diferentes representaciones numeéricas, esto es,
con diferente precision, y los resultados no cambian demasiado (salvo por pequenas diferencias
en los decimales), entonces estamos en presencia de un algoritmo estable. Caso contrario, el
algoritmo es inestable.

FEl ultimo caso esté asociado a procedimientos o algoritmos basados en series o iteraciones
«infinitas», y suele combinarse con alguno de los otros errores, como veremos mas adelante.

En consecuencia, lo que debemos buscar de un algoritmo es que sea estable. ;Qué signi-
fica esto en la practica? Supongamos (una vez mas, supongamos) que E,, mide un cierto error
cometido en el paso n de un algoritmo. Podemos expresar este error en funciéon del error inicial,
que puede tener una de estas dos expresiones:

1. Error con crecimiento lineal: E,, ~ ¢-n- Ejy
2. Error con crecimiento exponencial: E, =~ ¢ - Ey

Es evidente que el primer error es «controlable», en tanto que el segundo, no. Puesto que
es imposible que no haya errores al trabajar con un algoritmo, lo que se debe buscar es que el
error siga una ley lineal (como en el primer caso) y no una ley exponencial (o potencial). A partir
de esta comprobacion se desprende la siguiente definicién:

Definicion 1.2. Un algoritmo se considera estable cuando la propagaciéon de los errores de
redondeo es lineal o cuasi-lineal.
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En cambio, un algoritmo que propaga los errores en forma exponencial (o potencial) es
inestable.

Una de las razones principales de analizar la propagacién de los errores de redondeo
es conseguir que un algoritmo sea estable. Sin embargo, debemos tener bien presente que un
algoritmo estable en ciertas condiciones puede volverse inestable en otras, por lo que muchas
veces no existe el algoritmo «universalmente estable». Dado que la estabilidad (o la inestabilidad)
es una propiedad exclusiva del algoritmo, si un problema se vuelve inestable podemos, muchas
veces, corregirlo cambiando el algoritmo inestable por otro estable. (Sin embargo, nunca hay
que olvidar que un problema puede volverse mal condicionado para determinadas condiciones de
base, lo que hace més complejo el analisis.)

Veamos un ejemplo que muestra la inestabilidad de un algoritmo. Tomemos la siguiente

integral definida:
1 "
Yn /0 z + 10 v

Es facil ver que las primeras integrales analiticas son relativamente sencillas de obtener
(por ejemplo, para n =1 o n = 2). En efecto, si queremos hallar y; podemos hacer:

conn=1; 2; ... ; 20.

1 xT 1 1 11
Y1 = ; $+1de:x\0—101n(:c+10)]0:1—101n 0

y1 =1—10 In(1,1) = 0,0468982019570.

Pero si queremos obtener y;5 la situaciéon ya no es tan sencilla. Deberiamos calcular la

siguiente integral:
1 15
= dx
Y15 /0 110

Para facilitar el célculo de cada una de las ¥, integrales, desarrollemos un algoritmo
que nos permita obtener los valores de las mismas sin tener que integrar o que al menos utilice
aquellas integrales «facilesy. Para un n > 1 cualquiera podemos decir que:

10 _/1x”+10m"1d _/1a:+10
O Ty ~Jy z+10

1 1
Yn+10yp1=— = yn=——10yn1
n n

1
2" dx :/ 2"ty =
0

Si queremos calcular y; necesitamos obtener gy, que también resulta muy sencillo de
obtener, pues:

1
1 1
Yo = /0 s mdaj = In(z +10)|; = In(11) — In(10)
yo = In(1,1) = 0,0953101798043.

Para analizar si el algoritmo arroja resultados confiables, empezaremos por calcular al-
gunos valores. Hemos calculado el valor de y; en forma analitica, por lo tanto, tenemos un valor

de comprobacion. Por otro lado, por las caracteristicas del problema, sabemos que 0 < y,, < 1.
7

x

Si definimos las funciones f(z,i) = 10 y las graficamos, podemos ver que el area bajo esas
x

funciones es menor a Oél = 0,05. En la figura 1.1 se pueden ver representadas algunas de estas

curvas.
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Figura 1.1: Curvas de las distintas funciones.

1
0.875 1

Para comprobar la eficacia del algoritmo hemos utilizado dos programas, el SMath Studio
y el LibreOffice Calc, y hemos programado el algoritmo en Python. Ademés hemos obtenido las
y; en forma analitica. En la tabla 1.1 podemos ver los resultados obtenidos.

Tabla 1.1: Cdlculo de los y;

—

«Analitico»

I SMath Studio

[ LibreOffice Calc [

Python

DS © 0010 Ot W e

I e
© 00 J O U = W N

[\]
[en}

0,0468982019567514000
0,0310179804324860060
0,0231535290084732900
0,0184647099152671080
0,0153529008473289370
0,0131376581933772860
0,0114805609233700040
0,0101943907662999780
0,0091672034481113700
0,0083279655188863120
0,0076294357202277880
0,0070389761310554600
0,0065333156125223285
0,0060954153033481685
0,0057125136331849920
0,0053748636681500880
0,0050748927302638440
0,0048066282529171250
0,0045652964181971910
0,0043470358180281100

0,046898201956751
0,031017980432490
0,023153529008433
0,018464709915667
0,015352900843333
0,013137658233333
0,011480560523810
0,010194394761905
0,009167163492063
0,008328365079365
0,007625440115440
0,007078932178932
0,006133755133755
0,010091020091020

—0,034243534243434

0,404935342435342

—3,99052989494166

39,9608545049722

—399,555913470774

3995,60913470774

0,04689820195675
0,03101798043249
0,02315352900840
0,01846470991602
0,01535290083985
0,01313765826821
0,01148056017502
0,01019439824976
0,00916712861348
0,00832871386525
0,00762195225655
0,00711381076780
0,00578496924512
0,01357887897740
—0,06912212310731
0,75372123107305
—7,4783887813187
74,839443368743
—748,34180210848
7483,4680210848

0,04689820195675
0,03101798043249
0,02315352600840
0,01846470991602
0,01535290083985
0,01313765826821
0,01148056017502
0,01019439824976
0,00916712861347
0,00832871386525
0,00762195225655
0,00711381076780
0,00578496924512
0,01357887897740
—0,06912212310730
0,75372123107705
—7,4783887813187
74,839443368743
—748,34180210848
7483,4680210848
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Inicialmente, los primeros valores obtenidos con el algoritmo, tanto con el SMath Studio
como con LibreOffice Calc y Python, resultan una buena aproximacion de los valores de y,. Los
problemas aparecen a partir del 13 2. Detengamonos a analizar dichos resultados.

Hemos visto que los valores de y,, o sea, las areas bajo las curvas, estan limitados supe-
riormente por 0,05. Ademéas podemos ver que y, > yn+1, €s decir, que las areas bajo la curva van
disminuyendo a medida que crece n. Si miramos los resultados obtenidos con el SMath Studio
podemos ver que el y14 es mayor que el y13, algo que es evidentemente incorrecto. Algo similar
ocurre con los resultados obtenidos con LibreOffice Calc y Python, también el y14 es mayor que
el y13. Con todos programas y con Python, el y15 es, jnegativo! En este caso, el area bajo la curva
no puede ser negativa.

A partir de estos valores, los resultados se vuelven oscilantes (cambian de signo), y para
1 > 16 los y; son mayores a uno, nuevamente algo incorrecto. En consecuencia, resulta evidente
que el algoritmo tiene algtin problema para calcular los valores de y; cuando ¢ > 13, por lo que no
nos sirve para obtener el y59. Atn cuando no tuviéramos el resultado exacto, mirando la curva
nos damos cuenta que hay un diferencia muy grande entre el valor «real» y el obtenido con el
algoritmo. Méas atn, el error que estamos teniendo no sigue una ley lineal (se va multiplicando
por 10), lo que dice claramente que el algoritmo analizado es inestable.

Este ejemplo nos muestra como un algoritmo mal disenado nos puede entregar resultados
que inicialmente son bastante aproximados pero que en pasos posteriores son incorrectos, y por
lo tanto, inutiles.

Definiciéon 1.3. Un algoritmo debe ser disefiado procurando que sea bien condicionado y estable.

Observacion 1.3.1. Un algoritmo inestable a la larga da resultados incorrectos, por mas que
esté bien condicionado.

Es por eso que debemos desarrollar algtin tipo de analisis que nos permita detectar si un
algoritmo esta bien condicionado o no y si es estable o no. Para ello, empezaremos por analizar
algunos tipos de errores.

1.5. Errores

1.5.1. Error inherente

Este suele ser el error méas facil de entender. Es el que esta relacionado directamente con
los datos de entrada o de base. Dado que estos datos suelen provenir de mediciones, célculos
anteriores, proyecciones estadisticas, etc., el valor numérico de los datos no es «exacto» sino que
estd asociado a un intervalo de validez. Cuando se mide una longitud con una cinta métrica con
divisiones hasta el centimetro, el error por la apreciaciéon del instrumento es un centimetro o
medio centimetro (5 mm). Es decir, si mide 145,01 m, en realidad, se esta diciendo que el valor es
145,01 £+ 0,01 o 145,010 4+ 0,005. Lo mismo ocurre si los datos se obtienen por un calculo anterior
0 una estimacion estadistica. En esos casos, el error se obtiene por otros métodos.

Veamos un ejemplo. Supongamos que tenemos las siguientes cantidades, a = 3,0 £ 0,1 y
b=5,0+£0,1y queremos hallar z = a + b. Lo que deberemos hacer es:

z=(3,0+£0,1)+ (5,0£0,1)
Al efectuar esta operacion obtendremos cinco resultados posibles: 7,8; 7,9; 8,0; 8,1 y 8,2.

Es decir, z esta en el intervalo [7,8;8,2], o, lo que es lo mismo, z = 8,0 & 0,2. Asi cualquier
resultado obtenido dentro del intervalo dado se puede considerar «correctoy.

2Un analisis mas pormenorizado deberia ocuparse de evaluar el hecho de que con el mismo algoritmo, los
resultados del SMath Studio hasta y13 son mejores que los resultados de los otros dos, que son iguales.
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Esto muestra la sencillez del analisis cuando las operaciones son pocas (en esta caso, una).
Sin embargo, si el algoritmo es mas complejo, hacer las n combinaciones posibles de operaciones
con los datos de ingreso puede ser imposible y nada practico. De ahi que el analisis de la pro-
pagacion de los errores inherentes es la forma més conveniente para establecer la incidencia de
los mismos en los resultados finales. Mas adelante veremos la diversas formas de analizar esta
propagacion.

1.5.2. Error de redondeo

Antes de analizar el error de redondeo, veremos la manera de representar un numero
segun la forma adoptada. A partir de esta representacion se entenderéa cual es la incidencia del
error en los calculos efectuados con ayuda de una computadora.

Representaciéon numérica

Para empezar, supongamos el siguiente nimero: %. En el sistema decimal suele represen-
tarse como 1,3333... . Una forma alternativa es:

3

4 1 3 3 3 3
= <m+102+103+104+105+”'> x 10! =1,3333... ;

0 sea, un niamero que sélo puede representarse con una serie de infinitos términos, algo imposible

desde el punto de vista practico. Su dnica forma de expresion «exacta» es simbélica. Una calcu-

ladora, por ejemplo, so6lo puede representarlo en forma numérica (en base diez, como la escrita

arriba) y, por ende, la tinica representaciéon posible es finita.> En consecuencia, debe truncarse

esta serie en «n» términos. Por ejemplo, una representaciéon posible es:

4 1 3 3 3
3

S (T A 10" = 0,1333 x 10* = 1,333.
10+102+10i’)+104>>< o0 ’

Podemos ver que esta representacion esta formada por un coeficiente (0,1333), una base
(10) y un exponente (1). Esta forma de representacion se conoce como representacion de coma
(punto) flotante. Una generalizacion de esta representacion se puede escribir como:

d1 dg d3 dt dt
— +0. dpadyx 106 =+ (S 2 B G G e
fi(z) = 20.drdyds ... dy—rdy x 10 <10+102+1034r +10t—1+10t> x 10

La forma normalizada es que d; sea distinto de cero (1 < dj < 9) y que los restantes d;
estén comprendidos en el siguiente intervalo: 0 < d; < 9, para ¢+ = 2; 3; 4;...; t. También se
limita el exponente e, con dos valores, I < 0y S > 0, por lo que se cumple que I <e < §. Asi,
podemos hallar el maximo nimero a representar, que es 0,99...99 x 10° ~ 10°, y el mas chico,
0,10...00 x 107 =10/~

Una vez definida la forma de representar los nimeros, pasemos a definir nuestra precision,
que significa cuantos términos d; usaremos, esto es, el t que vimos, y el exponente e de la base.

Para complicar mas las cosas, las calculadoras y fundamentalmente, las computadoras,
usan una representacion numérica con base 2.* Esto trae ventajas y desventajas. Por ejemplo,
puesto que se usa base 2, los d; s6lo pueden valer 0 o 1, con excepcion del di, que vale siempre
1. Esto facilita la representacién de los niimeros y las operaciones. Pero las desventaja es que

1

solo los nimeros que pueden representarse como sumas de 5; resultan exactos. Veamos c6mo

funciona esto.

3Distinto seria el caso si se usara base 3. Entonces % seria igual a 1,1; una representacion «exactay.

4Existen, sin embargo, procesadores que no usan una representacioén binaria.
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Supongamos que tomamos nuestro sistema de representacién binario para representar
nuestro ndmero inicial, %. Tomemos que la cantidad de términos, ¢, sea 8 y dejemos por un
momento libre de restricciones el exponente e. Entonces, tendremos lo siguiente:

4 1 1 1 1
3 — 0,10101010 x 2 = <2 + 3 + 3 + 128> x 2 =0,6640625 x 2 = 1,328125;

ntmero parecido al buscado pero no igual. Esto nos muestra que existe una limitacién cuando
utilizamos una computadora (o una calculadora) para representar nimeros que no tienen una
representacion directa en base binaria. Asociada a esta limitacion, la de poder representar sélo
una cantidad finita de ntimeros, surge el error por corte o redondeo.

No siempre se entiende la incidencia del error por la representacién numérica. Un ejemplo
que ya es tradicional de lo catastréfico que puede ser tomar una representaciéon numérica sin
analizar su incidencia, es la falla de la bateria de misiles Patriot en Dharan, Arabia Saudita,
durante la Guerra del Golfo en 1991, en detectar un misil SCUD iraqui, que resulté6 con 28
soldados muertos y casi 100 heridos.

El problema estaba en el programa de rastreo del sistema de deteccion de blancos enemi-
gos. El sistema disponia de un contador de tiempo en niimeros enteros, que registraba las ven-
tanas de rastreo de una décima de segundo (0,1) para detectar los blancos, contador que luego
se multiplicaba por 1—10 para transformarlo en tiempo real. El programa trabajaba con una repre-
sentaciéon numérica de 1—10 en base 2, cuya representaciéon es 0,000110011001100110011001100. . .,
que es periodica, o sea, infinita. Como no se puede trabajar con una representaciéon infinita, el
programa adopté una «precision» de 24 bits. Por ese motivo la representacion de 0,1 se redujo
a 0,00011001100110011001100, con el consiguiente error de corte/redondeo, dado por el name-
ro binario 0,000000000000000000000001100110011001100. .., que en representaciéon decimal es
aproximadamente 0,000000095 (9,5-10~%). Esta diferencia, que parece pequea, luego de 100
horas de operacién continua se convirtié en algo peligroso: al multiplicar 100 horas por ese error
en la representacion numérica del programa (0,000000095 - 100 - 60 - 60 - 10), dio una diferencia de
0,34 segundos respecto del tiempo «real». La consecuencia de esa diferencia fue que la ventana
de deteccion «se corrioy 0,34 segundos (respecto de 0,10), por lo que el misil SCUD iraqui (que
vuela a una velocidad de 1,676 km/s) no fue detectado por el sistema de rastreo en la siguiente
ventana y el sistema de alerta lo consider6 una falsa alarma, permitiendo que el misil impactara
en la base de Dharan.

Lo dramatico en este caso es que esa falla en el sistema de rastreo se habia detecta-
do, estableciéndose que el sistema debia ser reiniciado cada ocho horas de operacién continua,
porque a las ocho horas la ventana de rastreo se desplazaba un 20 %. Pero la modificacion del
procedimiento operativo fue enviado un dia después del incidente.

Error por corte/redondeo

Volvamos a nuestro sistema decimal tradicional. Supongamos ahora que nuestros ntimeros
se pueden representar de la siguiente manera:

fl(l') ==+ (0.d1d2d3 e dtdt+1dt+2 .. ) x 10°.

Si nuestra precision elegida es t, entonces debemos «recortar» el niimero definido arriba, pues no
podemos representar los d; para ¢ > t. En consecuencia, tenemos dos alternativas basicas para
efectuar dicho recorte:

1. Corte: Ignorar los digitos d; cuando i > t.

2. Redondeo: Sumar 1 a d; si dy+1 > % e ignorar los restantes d; para ¢ > t + 1, o aplicar
corte si dy11 < %.
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Esto nos permite obtener una cota del error absoluto para ambos casos:

107t x 10° para corte
eq =
1107% x 10¢ para redondeo.

Y como definimos el error absoluto, también podemos definir un limite para el error
relativo, que seré:
10—t x 10°

1. Corte: e, < —————— =101,
0,1 x 10¢

1107t x 10¢ 1
2. Redondeo: ¢, < - ————— = —10' %
"=20,1x10e 2
Al valor 10~ lo identificaremos con la letra p, y resulta ser importante porque nos da
una idea del error relativo que cometemos al utilizar una representaciéon de coma flotante. Suele
denominarse como unidad de mdquina o unidad de redondeo. El negativo del exponente de u
suele llamarse también cantidad de digitos significativos.

Digitos de guarda

Supongamos el siguiente caso. Tomemos el niimero 0,1425 que debe ser redondeado a tres
digitos significativos. Aplicando el criterio anterior rapidamente obtenemos que el resultado es
0,143 pero, ;jes correcto este redondeo? ;Por qué no redondear a 0,142; si estd a medio camino
de ambos? Supongamos que hacemos la operacién 2 x 0,1425, cuyo resultado es 0,2850, ;qué
pasa con la misma operacién si el nimero estd redondeado? Evidentemente da diferente puesto
que la operacion es 2 x 0,143 cuyo resultado es 0,286. La diferencia entre ambos es 0,001 que es
justamente la unidad de redondeo. Esto se vuelve atin méas importante cuando se tiene la resta
de ntmeros similares (@ — b con a ~ b). De ahi que la mayoria de las computadoras actuales
(v los programas) trabajen con lo que se conoce como digitos de guarda, es decir, més precision
que la mostrada en forma «normal» en pantalla. Pero este ejemplo sirve ademés para desarrollar
otra forma de redondeo.

Redondeo exacto

Tal como dijimos, el nimero 0,1425 estéd mitad de camino de ser redondeado a 0,143 como
a 0,142. Este problema ha llevado a desarrollar el concepto de redondeo exacto, que consiste en
redondear todos los ntimeros que terminan en 5 de manera de que el ultimo digito significativo
sea par. En consecuencia, aplicando este criterio, 0,1425 se redondea a 0,142 y no a 0,143. El
criterio va de la mano del digito de guarda y deberia ser el redondeo «normaly. (Para més detalles
respecto a digitos de guarda y el redondeo exacto, véase [7].)

1.5.3. Error de truncamiento/discretizacion

Este error surge de aproximar procesos continuos mediante procedimientos discretos o
de procesos «infinitos» mediante procedimientos «finitos». Como ejemplo del primer caso suele
tomarse la diferenciacién numérica como forma de aproximar el calculo de una derivada en un
punto (o su equivalente, la integracion numérica), en tanto que para el otro, el ejemplo més usual
es la utilizacién de métodos iterativos para resolver sistemas de ecuaciones lineales.

En general, este error esté asociado al uso de la serie de Taylor para aproximar funciones,
de modo que estimar una cota del error no conlleva una dificultad mayor. Sin embargo, en él
suelen interactuar el error inherente y/o el de redondeo, con lo que muchas veces su influencia
no es bien advertida o es muy reducida. Para ello veamos un ejemplo tipico.
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Supongamos que queremos calcular una aproximacion de f’(zg) para una funciéon conti-
nua, pues no es posible obtener la derivada en forma analitica o resulta muy dificil. Por lo tanto,
usaremos un entorno del punto xy para calcular f’(x¢) utilizando solamente f(z). Para ello nos
valdremos de la serie de Taylor. En efecto, para cualquier punto distante h de xy tendremos:

h3 h*
E_’_fm/(xO)i_{'

2
Flao +h) = flzo) + £/ (o) + " (z) s + (o) SR

Entonces podemos despejar f’(zg), que resulta ser:

flao) = L0 TN ZIG0) T pnig)hy poa) 2 oo
Si nuestro algoritmo para aproximar f’(zq) es:
f(zo+h) — f(xo)
h )
el error que cometemos en la aproximacion esté dado por:
JUE LR B (O PP LA PR Ly S L |

El término de la derecha es el denominado error de truncamiento, pues es lo que se trunco
a la serie de Taylor para aproximar el valor buscado. Este error suele asociarse también con la
convergencia (o la velocidad de convergencia), que suele representarse como O(n) (generalmente,
como O(h™)), siendo n el parametro que determina la velocidad o la convergencia. En nuestro
caso, y dado que h generalmente es menor que 1, podemos decir que la aproximacion es del tipo:

ao) = LRI o)

que indica que el error que se comete es proporcional a h. (Esta claro que ademas estan los
términos con h?, h3, etc., pero como h < 1 entonces h? << h, h3 << h?, etc., la influencia de
éstos es mucho menor y despreciable.)

Nuevamente, supongamos por un momento que se cumple que todas las derivadas de
orden superior a dos son nulas, es decir, f (@) (z9) = 0 para i > 3. Entonces tendremos que:

f/(x()) _ f(xO “!‘hfz_f(x()) _ g ‘f”(ﬁ)‘ con £ € [ZL‘7IL‘+h],

con lo cual, si conociéramos f”(£), podriamos acotar el error que estamos cometiendo por des-
h
preciar el término B 1" (o).

Como ejemplo, apliquemos este algoritmo para obtener la derivada en zg = 0,45 (f/(0,45))
de la funcion f(z) = sen(2mwz). Como verificacion tomemos el valor analitico de la derivada
en cuestion: f'(0,45) = 2w cos(27-0,45) = —5,97566. Para calcular la aproximacion tomemos
h = 0,1. Asi, tendremos:

— 4 sen (27 - —sen(2m-0,4
£(0,45) = f(0,55)0 1f(O, 5) _ sen(2m 0,55)0 15611( m-0,45) _ 6.18034.

En la tabla 1.2 podemos ver los resultados obtenidos para distintos h.
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Tabla 1.2: Valores de f'(zo) en funcion de h

| h f'(x0) | Error
1071 | —6,18033988749895 | 2,04676 x 10!
1072 | —6,03271072100927 | 5,70464 x 1072
1073 | —5,98172474217345 | 6,06041 x 1073
107% | —5,97627391137889 | 6,09582 x 10~*
10~° | —5,97572532307633 | 6,09936 x 107
1076 | —5,97567042914804 | 6,09966 x 1076
1077 | —5,97566494175972 | 6,12277 x 10~7
1078 | —5,97566438553798 | 5,60549 x 1078
1079 | —5,97566451876474 | 1,89282 x 107
10710 | —5,97566607307698 | 1,74359 x 1076
1071 | —5,97566995885756 | 5,62937 x 1076
10712 | —5,97544236313752 | 2,21966 x 10~4
10713 | —5,97633054155722 | 6,66212 x 10~4
107 | —5,99520433297584 | 1,95400 x 102
1071 | —5,88418203051333 | 9,14823 x 102
10716 | —8,32667268468867 2,35101

Si observamos con atencién, veremos que el algoritmo utilizado aproxima muy bien el

obtenemos una

valor buscado hasta h = 107%. Si estimamos la cota de error con f”(wg)

valor muy parecido al error indicado en la tabla 1.2°:

10~8
f”(0,45)4754—::6,09975 x 107% (5,60549 x 107%).

Sin embargo, a partir de h < 1078 el error vuelve a crecer. En la figura 1.2 se puede ver
como evoluciona el error:

Aproximacion por Férmula Progresiva y Error de Truncamientoe en Excel
{Escala logaritmica)

e(x)

TineEste ..‘h\
1,00E-02

"

1 O0E-04

/

1,00E-08

1,00E-08

’_.f_
- /
1,00E-10 —
- '.".

1,00E-12 =
1,00E-14 e Fal O P £

' W= Fxl=sendZax] Fx)=Imcodimx] =x=045 jflz]= f
1,00E-16 ' r . . . . .

1,0E-16 1,0E-14 1,0E-12 1,0E-100 1 DE-0& 1,0E-06 1 OE-0d 1 0E-02 1, DE+00

——a—Error Apros. progresiva — -

h

=Error Truncamiento

Figura 1.2: Fvolucion del error del algoritmo.

SEn forma rigurosa deberiamos hallar £, pero dado que el intervalo es tan pequefio, puede tomarse zo.
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Si analizamos en detalle, vemos que la tendencia del error de truncamiento es lineal (en
escala logaritmica) pero para h < 10~% el error aumenta y no sigue una ley determinada. Este
«empeoramiento» de la aproximaciéon se debe a la incidencia del error de redondeo, es decir, la
unidad de méquina pasa a ser mas importante que el error de truncamiento. Es por eso que
no siempre el utilizar una «mejor precision» ayuda a mejorar los resultados finales. En este
tipo de problemas, es conveniente que el error que domine los calculos sea el de truncamien-
to/discretizacion.

Veremos mas adelante que esta incidencia del paso en el célculo de una aproximacion
numérica de la derivada primera, nos alerta de la inestabilidad de la diferenciacién numérica, es
decir, es muy sensible a la propagacién del error de redondeo.

1.5.4. Errores por «overflow» y «underflow»

Asociados a la representaciéon numérica existen otros dos tipos de errores. Son los denomi-
nados errores por «overflow» y por «underflowy. Estos errores surgen por las limitaciones de
nuestro sistema para representar nimeros muy grandes («overflow») o muy chicos («undeflow ).
Es usual que los manuales del usuario de una calculadora indiquen el ntimero mas grande (y el
més chico) que puede ser representado. Por ejemplo, las calculadoras Casio de la década de los
80 no podian representar n! si n > 69 pues el nimero més grande que podian representar era
9,999999999 x 109 (69!=1,71122452428141 x 10% y 70!=1,19785716699699 x 101°%). Algo similar

ocurre con los niimeros muy chicos.

Un error muy comun es «olvidarse» que en los calculos intermedios pueden aparecer
nimeros muy grandes o muy chicos, fuera del rango de nuestra representaciéon numeérica, que
vuelven a un algoritmo inutil. Por ejemplo, supongamos que nuestro sistema de representacion
numérica en una calculadora represente solamente los nameros entre —10,000 y —0,0001; y entre
0,0001 y 10,000. Si queremos obtener el resultado de v/1012 — 50, como 1012 = 10201 > 10,000
y no lo puede representar, indicaré un error por «overflow», es decir, nimero més grande que el
méximo a representar, y cortara la ejecuciéon del algoritmo.

Un ejemplo de error por «overflow» es lo ocurrido con el cohete europeo Ariane 5. El 4
de junio de 1996, un cohete Ariane 5, lanzado por la Agencia Espacial Europea, explotd justo 40
segundos después de su despegue de Korou, Guyana Francesa. El cohete iniciaba su primer viaje
(reemplazaba al Ariane 4), después de una década de desarrollo a un costo de unos siete mil
millones de dolares. El cohete destruido y su carga se valuaron en unos quinientos millones de
dolares. Una junta de investigacion investigd las causas de la explosiéon y en dos semanas presentd
un informe. El resultado de la investigacion determind que la causa de la falla fue un «error»
de programacion (o de «software») en el sistema de referencia inercial. Especificamente, un
ntmero expresado utilizando un formato de coma flotante de 64 bit relacionado con la velocidad
horizontal de cohete respecto de la plataforma de lanzamiento, se converti6 a un entero de 16
bit con signo. En el segundo 39 luego del despegue, el niimero en cuestion resulté mas grande
que 32.767, el entero mas grande que podia representarse con el entero de 16 bit con signo, con
lo que la conversion fallo y el cohete exploto.

El error por «underflow» es parecido. En este caso, el problema es no poder representar
un ndmero muy pequeno, por lo que lo define como cero (0). Si modificamos levemente el ejemplo
anterior, y queremos obtener el resultado de 1/0,01 — 0,0062, como 0,006> = 0,000036 < 0,0001 y
no le es posible representarlo, hara 0,006 = 0,0000 y la operacion quedara como /0,01 — 0,0 =

V0,01 =0,1.

La diferencia entre ambos es que el error por «overflowy no pasa desapercibido, mientras
que el «underflow» si, y en consecuencia, puede ser mas peligroso.
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1.6. Propagacion de errores

Hemos visto varios ejemplos que nos mostraron en forma evidente la incidencia que pueden
llegar a tener los errores en los resultados que entrega un algoritmo, particularmente, el error
de redondeo. Veremos a continuacion la propagacion de dos de los errores més problemaéticos, el
inherente y el de redondeo.

1.6.1. Propagacion del error inherente

Supongamos que tenemos un problema numeérico tal que podemos expresarlo como = —
y(z), siendo x un vector de R", que corresponde a los datos de entrada, e y un vector de R™,
que corresponde a los resultados. Podemos escribir entonces que:

T y1(z)
. T2 S y(z) = y2§3«") ’
Tn ym(x)

donde y;(z) : " — R; y(z) : R* — R™.

Por otra parte, supongamos que en lugar de x conocemos Z, es decir, una aproximacién
de z; podemos definir que e,; = z; — Z;, que también conocemos. Y nuestra ultima suposicién
es que las y;(z) pertenecen a C*°(x), lo que nos permite desarrollar y(z) en una serie de Taylor
alrededor de I:

O [y1(Z); y2(T); - - -5 ym ()]
Oxy;ao;. .. ]

y(x) =y () + (x—2)+T(x—1=).

Podemos suponer ahora que e, = x; — T1 para i € [1,n] es muy pequeno, y que por eso
T (x — &) es despreciable, con lo que nos queda:

yi (@) =i (8) =) [8;?;;;2)

j=1

(x; —ij)] para i =1;2;...;m,

que por analogia a e,, podemos expresar como:

e —Zn:ayi(j)e ; para i =1;2;...;m (1.3)
Yi 8ZE] Ltjvp — Ly Ly ey ) .

j=1

que nos da el error de y; en funciéon de del error de x;. Esta expresion es muy tutil porque nos
permite obtener o determinar el error de un resultado si conocemos el error de los datos de
entrada, es decir, cdmo se propagan los errores inherentes. Veamos algunos ejemplos:

1. Suma: Hagamos y (z1;z2) = 21 + 22, entonces tendremos:

oy (u’i“1;9732)6 n 0y (Z1; Z2)

Cy = Cxitay = o1 1 Oo 25 (1-4)
o0 sea,
ey=1-€z +1-€p, = €y =6y +e€s,. (1.5)
El error relativo seréa:
e ex, + ez €r e
ry = Ey - .%'1 + x; - T +1.Z'2 + x1 +2w2' (1.6)

Sabemos que ey, = 21 “€r,, Y €z, = T1"€p, , POT lo que podemos escribir:

. L1 Cryy L2 Cry, . xr1 B " xo
T - - T.
Y 1+ T2 1 + X2 r1+ax9 1 + X2

(1.7)

€ry,y-
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2. Producto: En este caso tenemos y (z1;x2) = =1 - x2, entonces:
ey = T2 €y, + T1-€qy. (1.8)

El error relativo para el producto sera:

(& I9 - e Il -€
Y 1 x2
Cp, — — = + — erzl + 6r12~ (19)
Yy 1 -T2 0% I 1))

Hasta aqui no pareciera haber problemas. Sin embargo, raramente se conoce el error con
su signo, de ahi que lo que se busca es una cota del error, no el error en si mismo. En ese caso,
las expresiones del error relativo se modifican levemente:

|22

G
‘ |£C1 + 2]

1. Suma: ¢,, = ‘ Tao ‘

2. Producto: e,, = |em1| + ‘e% ‘

A partir de este razonamiento es que la suma es una operaciéon mal condicionada cuando
se da que |z1| & |z2| y 2 < 0 es decir, la suma algebraica. Suponiendo que e, <7 se tiene:
1

AR
’I"y - .
w1 — @2
lo que hace que e, crezca en forma incontrolada, pues el coeficiente siempre es mayor a uno, y
puede ser mucho mayor que 1 si 1 — x2 es muy chico.
Analizaremos ahora la propagacion del error de redondeo.

1.6.2. Propagacion del error de redondeo

Supongamos ahora que en nuestro problema no tenemos errores inherentes. Por lo tanto,
para x — y(x) : R — R™ solo tendremos errores de redondeo debido al algoritmo utilizado.
Sea P(x) nuestro algoritmo para obtener y(x). Si no hubieran errores por redondeo, entonces
y(z) = P(x), pero lo que en realidad obtendremos es g(z) = P(x), es decir que podemos escribir

que:
1+ZF“€ ] :

con |ex| < n, y donde los Fjj, son los factores de amplificacion.

y(z) = y(x) + E(x) = yi(z) = iz

1.6.3. Propagacion de los errores inherentes y de redondeo

Ya hemos visto la expresién para calcular la propagacion de los errores inherentes, que

Cy; = 8'% Nzay’ (1.10)

J=1

€es:

Como ademés tendremos P(x) en vez de y(:n), entonces:

ey, =ep, = —ei;, (1.11)

y el error relativo seré:

Crp, = 57 Crs. (1.12)
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en consecuencia, el coeficiente que afecta a e, sera el nimero de condicion del problema, que se
J
define como :

OP;(x '
31:] &
Pi(i“) '

Del mismo modo, tendremos el término de estabilidad, que se define como:

Cp, = (1.13)

yi(z) — P,(%) Zsz Jer = T. = ZFM ek—ZFlk ). (1.14)

k=1

Si suponemos que e,, < 7, entonces, tendremos:
J

Er

Pi'r—i_Tei',u? (115)

~
Yy

que seré el error relativo total.
Finalmente, si suponemos ahora que r = u, entonces tenemos:

Cyp, + T,
Ery, = (Cpi +Tei) p=0C i% M
Pi
y podemos decir que un algoritmo es estable si:
Cpi + Tei €q (1 16)
Ch, Ch, .

es decir, un algoritmo es estable si los errores de redondeo no tienen gran incidencia en el error

. . Te. .
del resultado o al menos son del mismo orden que los errores inherentes (1 + —- = 2). Sin
pi
embargo, esta afirmaciéon debe tomarse con cuidado. Dado que lo que se analiza es la relacion

—2 . debe tenerse en cuenta que si Cp>>1y ~ 1 entonces T, >> 1, por lo que es posible

e
Cp
que el algoritmo sea inestable.

1.7. Grafica de proceso

Una forma de obtener los coeficientes C, y T es mediante la «grafica de proceso». Esta
consiste en un diagrama de flujo que representa graficamente todo el proceso de una operacion
dada, permitiendo el analisis de los errores relativos y de redondeo que intervienen en él. No se in-
cluyen en esta grafica los errores debidos a truncamiento/discretizacion, que deben ser analizados
en forma separada.

En las figuras 1.3 y 1.4 se pueden ver las graficas de proceso de la suma y el producto.

Analicemos brevemente los errores inherentes y de redondeo en ambos casos. Si nos fijamos
en la grafica de la suma, y tomamos una cota superior para los errores relativos inherentes de x
e vy, por ejemplo, |e, | ; ‘ < |r|, entonces el coeficiente C), se puede escribir como:

_Jal+ gl
P e+

que es el mismo resultado obtenido antes para la suma. Algo similar se obtiene para el producto.
La ventaja de este método es que facilita el anéalisis del error de redondeo al introducirlo
en cada operacion, permitiendo el célculo del término de estabilidad (T¢). Segun estas graficas,
en ambos casos el T, es igual a 1.
Veamos un ejemplo. Analicemos la propagacion de errores del algoritmo inestable ya visto

1
Yn = — — 10 yn—1,
n
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X F
e_= 2+ e+ U
Eoxwy Y oxyy Y
X
Cp: &l Cp= Y |
fox+y Yox+y

Figura 1.3: Grdfica de proceso de la suma.

=x-

z J
g g,
+ M
[ = f=p

Figura 1.4: Grdfica de proceso del producto.

pero limitandonos a la tercera iteracion, con yo = In(1,1).

Podemos ver lo laborioso que resulta el armado de la gréafica, ain cuando lo hemos
limitado hasta obtener el valor ys.

Supongamos que yo no tiene error (Ey, = 0) por lo tanto er,, = 0. También podemos
considerar que todas las constantes no tienen errores inherentes, pues no son valores obtenidos
por célculo. En consecuencia, al no existir error inherente, lo inico que se propaga es el error de
redondeo de cada una de las operaciones. Asi, el desarrollo completo de la propagacion de los
errores resulta ser:

1
e, :;[100~,U1+100~M3+100',u4—5~,u5—5'/L6+100'u6+
3

1
=57+ 100 g + - pis = 5 g + 100 g+

+1000 - yo (2 — p3 — pa — p6 — p7 — jig — Ho)] -
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€ € € B
e i g TN
L) {10 1) | Fo)
S, b L' _./ } .
1'~.\.1. Vi | 1‘\_\_‘. ’;_,.-'1
! M1 \ 2 ) Ha
1 1) : i
1 '-.\.\-.l I.'r_.' - 1 D.yo
—=10 o1y
bl & S N/
[ I/ IZ | \.'__u_{,- I“; | oM
1 \'\‘..‘ .'r_;' — 1 1 .\\__. ’ 1
= >
Hs Lo e
1 '~_.‘-‘l ;’__.r"
= .-‘\.\ 7 10y,
=10y e IR
€, €, € o
T I/" "\I / ' ‘ |') N
1_ J \oThE \_I N Ha
‘,:' Ha '\p My
Ly
3\ /10y,
2~ 10y e L
¢
Lo Mg

Figura 1.5: Grdfica de proceso del algoritmo.

Si ademas imponemos que p; < p, y con esto definimos nuestra cota de error relativo,
tendremos que

1
ery, = — (620 + 6000 - yo) - p = — [620 + 6000 - In(1,1)] - p.
Y3 Y3
Como
! 10 L 10-(1—10-yo)
Y3 = 3 2 Yo)|>
Y1
Y2
el valor de y3 podemos escribirlo como:

ys = 95,3333... — 1000 In(1,1).

De esta forma, tenemos que nuestro coeficiente T, resulta ser

7 _ 62046000 In(1,1)
“795,3333... — 1000 - In(1,1)’
- Pag. 20 -

Resumen de las Clases Teoricas

Revision: 11,/2021



Analisis Numeérico 1. ERRORES EN LOS METODOS NUMERICOS

y si reemplazamos los valores numéricos, obtenemos el siguiente coeficiente de estabilidad para
el caso de ys:
T, ~ 25319.

Resulta evidente que el algoritmo es inestable para cualquier valor de y. Si analizamos
el coeficiente de condicion (C)), obtendremos lo siguiente:

o 1000 - o
P 95,3333... — 1000 In(1,1)"

Cuando reemplazamos los valores obtenemos que
C), ~ 4116;
y si analizamos la relacion entre Cp, y T, nos queda que

T, 2531
—6:1+ﬁz7,15>2;

1
*e, 4116

lo que nos muestra que el algoritmo es inestable y, ciertamente, mal condicionado.

Vimos que la grafica de proceso es bastante tutil para obtener ambos coeficientes, pero
también que puede convertirse en algo muy dificil de desarrollar cuando el algoritmo cuenta con
miles (o millones) de pasos, como puede ser la resolucion de un sistema de ecuaciones lineales
mediante un método directo. Analizar millones de operaciones mediante la grafica de proceso
puede ser una tarea imposible. Por lo tanto, debemos buscar otra manera de estimar ambos
coeficientes.

1.8. Perturbaciones experimentales

Supongamos que queremos estudiar la condicién o la estabilidad de un algoritmo con miles
de pasos. Ya dijimos que hacer la grafica de proceso puede ser una tarea imposible. Entonces,
,como hacemos para saber si dicho algoritmo esta bien condicionado o es estable? Veamos. Para
empezar, estudiemos como obtener una aproximacion de la condiciéon del problema. Puesto que
la, condicion viene dada por la propagacion (o no) de los errores relativos inherentes, busquemos
la manera de obtener en forma numeérica una estimacién del coeficiente de condicién, o sea, del
Cp. En el mismo sentido, el término de estabilidad, T, esta relacionado con la propagacién de
los errores de redondeo. Busquemos también algin procedimiento que nos permita obtener una
estimacion de dicho coeficiente.

1.8.1. Estimacién del niimero de condicién
Partamos de la expresion final del error relativo de un resultado:
e, =Cpr+Tep

y supongamos por un momento que no tenemos errores de redondeo, es decir, despreciamos T .
En consecuencia, lo que tendremos es:

er=Cpr = C :% (1.17)

Y con esto podemos estimar valor del C,. ;Cémo lo hacemos? Perturbando los valores de
los datos de entrada. La idea es la siguiente: tomamos los datos de entrada (x, y, etc.), y aplicamos
el algoritmo a analizar, obteniendo el resultado correspondiente. Luego «perturbamos» los datos
de entrada, es decir, les incorporamos un error. Con estos datos de entrada, volvemos a calcular
un resultado, que seguramente diferird del anterior, pues los datos no son iguales. Este tltimo
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paso podemos hacerlo varias veces introduciendo distintas perturbaciones (errores) a los datos
de entrada.

Una vez obtenidos los distintos valores de los resultados, tomamos el resultado sin per-
turbar como resultado «exacto», con el cual vamos a calcular los errores relativos de los otros
resultados «perturbados». Con cada uno de éstos obtendremos diferentes e,;. Como ademas ten-
dremos diferentes r;, lo que obtendremos finalmente son diferentes C),,. Como hemos supuesto
que los errores de redondeo son despreciables, todos los C),, deberian ser similares, con lo cual
tendremos una estimacién de la condicion del problema, es decir, estimamos un Cj,. Con esta
estimacién podremos establecer si el problema esta bien o mal condicionado.

Veamos un ejemplo. Tomemos la siguiente funciéon para calcular sen(z):

x> x5 z’ z°

F@) ===+ 155~ 5040 * 362880"

funcion obtenida a partir del truncamiento de la serie de MacLaurin. Con ella calculemos sen(7)

v luego perturbemos el dato de entrada.
El primer resultado lo obtenemos con x = 7

T 9
B M ) Y
46 120 5040 ' 362880

r(E)-1- (5)° N (5)°

4

Perturbemos ahora z haciendo x1 = z - (1 +0,001) (r; = 0,001), y calculemos f(z1):
T
f (Z (14 0,001)) — 0,70655

Introduzcamos una nueva perturbacion, esta vez haciendo zo = z- (1 — 0,001) (ro = —0,001), y
calculemos f(z2):

f (% (1- 0,001)) — 0,70766
Ahora calculemos los dos C),. Para el primer caso tenemos:

~0,70711 — 0,70655 1

= . = 1
C 0,70711 0,001 0,7857
Para el segundo caso tenemos:
0,70711 — 0,70766 1
Cp=— ’ . = 0,78509

0,70711 —0,001

Si calculamos el €, en forma analitica obtenemos:

T T T\ 2 \4 7\6 8
c o w _ U e |1 (%) n (1) &) n () | 0,78540
P f(x) () 2 24 720 40320 | 0,70711
O, ~ 0,78540 (3) = O, ~ 0,78540
Sen (Z)

Esto demuestra que la estimacién del C, es muy buena y que el problema esta bien
condicionado, pues C), < 1.5

5De hecho, las calculadoras poseen algoritmos de este tipo para obtener los valores de las funciones trigono-
métricas y trascendentes.
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1.8.2. Estimacion del término de estabilidad

Para obtener una estimacién del término de estabilidad, seguiremos un esquema similar
al visto para el niimero de condicién. Partamos nuevamente de la expresién final para el error
relativo:

er=Cpr+Tep

Ahora consideremos como hipotesis que los errores inherentes son despreciables, por lo que po-
demos decir que el error relativo es:

er =T, . (1.18)

El error relativo esta definido como:

por lo tanto podemos escribir:

Al calcular el valor de y con dos «precisiones» diferentes t y s, (s = 10175 y py = 101~%),
y asumiendo que t > s, obtenemos los siguientes errores relativos:

Y=y . Y —=Ys
€ry = = dle HUt5 €py, = Y = le s

Si restamos e,, a e, tenemos:

Yt — Y
er, — €p, = t d =T, (MS_/'Lt)u
Y
de donde despejamos Te: B _
7 s
y (s — pit)

Como el valor de y no lo conocemos, tomamos ¥ en su lugar. En consecuencia, la expresion

queda:
= Yt — Ys ‘ (1.19)
Ge (ps — 1t)

Esta expresién nos permite obtener una estimaciéon del T, calculando dos aproximaciones
de y, y+ v ys, con diferente precision, utilizando el mismo algoritmo.

Como ejemplo, utilicemos el mismo algoritmo del caso anterior. Calculemos el valor de
sen (%) con tres precisiones distintas: s = 4; t = 8 y u = 15. Para cada caso tendremos:
ys = 0,706; 5 = 0,7071068 y g, = 0,70710678293687. Con estos valores calculamos los T,
tomando como valor de referencia g,. Asi, obtenemos los siguientes valores:

Yu — Us 0,70710678293687 — 0,706
Te, = - = = 1,565;
Ju (s — p) ~ 0,70710678293687 (10—3 — 10— 14)
Ju—9 _ 0,70710678293687 — 0,7071068
Ju (e — p)  0,70710678293687 (10—7 — 10— 14)

Si analizamos un poco los valores obtenidos, vemos que en el primer caso el error de
redondeo se amplifica, puesto que el T, es mayor que 1. En cambio, en el segundo, la situaciéon
es muy buena porque los errores se mantienen acotados, no se amplifican (7T, < 1). Podriamos
decir que calcular el valor de ¥ con mas precision mejora el resultado final, pero hemos visto que
no siempre esto es cierto.

T,, = =0,241.
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1.9. Inestabilidad en los algoritmos

Como hemos dicho, uno de los objetivos del analisis numérico es obtener algoritmos que
estén bien condicionados y sean estables. Hasta ahora nos hemos referido a los principales errores
que afectan a los algoritmos y hemos analizado los distintos errores y su propagacion, segiin sea
el caso. Ademas, hemos visto que la condiciéon de un problema es independiente del algoritmo,
en tanto que la estabilidad es una «propiedad» el mismo. Es por eso que el anélisis numérico
se concentra méas en estudiar como hacer que un algoritmo sea estable més que en analizar su
condicionamiento, aunque en algunos casos este ultimo andlisis sea muy importante, como por
ejemplo, para resolver sistemas de ecuaciones lineales.

La mayoria de los libros y cursos de anélisis numérico hacen hincapié en varios conceptos
para obtener un algoritmo estable. Alguno de éstos son:

1. La resta de dos ntimeros muy similares (cancelacion) siempre debe ser evitada.
2. El problema del error de redondeo es su acumulacion.
3. Aumentar la precision en los calculo mejora la exactitud de los resultados.

Segun N. Higham (véase [10], capitulo 1), estos conceptos son en realidad malos enten-
didos, y desarrolla algunos ejemplos que muestran que no siempre es asi. Veamos alguno de
ellos.

1.9.1. Cancelacién

En su libro, Higham presenta el siguiente caso. Supongamos que debemos hacer la siguien-
te operacion:
1 —cos(x)

@) = ——F—,

2

con z = 1,2 x 107° y con cos(z) = ¢ redondeado a 10 digitos significativos, con un valor de
¢ = 0,9999999999;

de manera que
1 — ¢ =0,0000000001.

Al calcular f(x) = % se obtiene f(x) = % = 0,6944.. ., resultado evidentemente

incorrecto pues es claro que 0 < f(z) < 1/2 para todo z # 0.
Al analizar la cota del error relativo para la resta & = @ — b, donde @ = a(1 + Aa) y
b= b(1+ Ab) obtiene:

x—3 la] + |9

< mix(jaal Jan) M

a—1b la —b|

T

_ ' —alAa + bAb

La cota del error relativo de & es muy grande cuando |a — b| << |a| + |b|. Por lo tanto, afirma
que una resta con esta condiciéon da preeminencia a los errores iniciales.

También afirma que la cancelacién no siempre es mala, por varias razones. La primera
es que los nimeros a restar pueden ser libres de error. La segunda, que la cancelaciéon puede ser
una senal de un problema intrinsecamente mal condicionado y, por lo tanto, inevitable. Tercero,
los efectos de la cancelacion dependen del contexto en que se efecttia. Si x >> y ~ z > 0, la
resta en la operacion = + (y — z) es inocua.

- Pag. 24 - Resumen de las Clases Tedricas Revision: 11/2021



Analisis Numeérico 1. ERRORES EN LOS METODOS NUMERICOS

1.9.2. Acumulacién del error de redondeo

Desde que se creb la primera computadora, la acumulaciéon del error de redondeo ha
sido uno de los «dolores de cabeza» de los especialistas, como se puede ver en esta frase: «La
extraordinaria rapidez de las actuales mdquinas significa que en un problema tipico se realizan
millones de operaciones con coma (punto) flotante. Esto quiere decir que la acumulacion de
errores de redondeo puede ser desastrosa». Para Higham esta afirmacion, si bien cierta, no es
del todo correcta o estd mal enfocada. En muchas ocasiones la inestabilidad estd dada por la
incidencia de unos pocos errores de redondeo y no por la acumulaciéon de millones de ellos. Un
ejemplo en ese sentido estd dado por el algoritmo del ejemplo inicial, en el cual el error esta
dado por el redondeo de y,—1, que se propaga a medida que el valor es cada vez més chico. Otro
ejemplo es el cilculo de e usando su definicién:

f(n) = lim <1 + 1)n ,

n—oo n

tomando n finito pero lo suficientemente grande. En la tabla 1.3 podemos ver los resultados para
distintos n obtenidas en LibreOffice Calc.

Tabla 1.3: Valores de f(n) y diferencia con e.

[ n [ f(n) I le — f(n)] ‘
101 | 2,593742460100000 | 1,24539 x 10~ !
102 | 2,704813829421530 | 1,34680 x 1072
103 | 2,716923932235590 | 1,35790 x 10~3
10% | 2,718145926824930 | 1,35902 x 10~*
10° | 2,718268237192300 | 1,35913 x 10~°
106 | 2,718280469095750 | 1,35936 x 106
107 | 2,718281694132080 | 1,34327 x 107
108 | 2,718281798347360 | 3,01117 x 1078
109 | 2,718282052011560 | 2,23553 x 10~7
1010 | 2,718282053234790 | 2,24776 x 10~7
10' | 2,718282053357110 | 2,24898 x 107
1012 | 2,718523496037240 | 2,41668 x 10~*
1013 | 2,716110034086900 | 2,17179 x 1073
10" | 2,716110034087020 | 2,17179 x 1073
10 | 3,035035206549260 | 3,16753 x 10~*

Como podemos observar, a medida que n aumenta, mejora la aproximaciéon de e. Sin
embargo, eso ocurre solo para n < 108. Cuando n > 10° la aproximacién se vuelva cada vez
peor, como es el caso de n = 10'. Al igual que en el ejemplo ya citado, el problema es la
imposibilidad de representar correctamente % cuando n es muy grande y, en consecuencia, un
solo error de redondeo incide negativamente en el resultado obtenido.

1.9.3. Aumento de la precisiéon

El caso anterior muestra también que el aumento de la precisiéon no siempre significa una
mejora en los resultados obtenidos. Es usual que cuando la tinica fuente de error es el redondeo,
la forma tradicional de corregir esto es aumentar la precisiéon y ver qué ocurre con los resultados,
comparando cuantos digitos coinciden en los resultados original y con mayor precision.

Pero en el caso de trabajar con un problema mal condicionado, el aumento de la precision
no resulta en una mejora en los resultados. En ese caso, es muy posible que los resultados
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obtenidos no tengan ningin digito en comtn. Un ejemplo tipico es el siguiente. Supongamos que
resolvemos el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

BB

Si utilizamos dos precisiones diferentes para resolver el sistema, una con cuatro decimales
y otra con tres, obtenemos los siguientes vectores [x|:

[xl] = [0’01] con tres decimales, [ml} = [1’0001] con cuatro decimales.
2]y 2 T2] 4 2

Vemos que el aumento de la precisién nos da un resultado completamente distinto para la
primera componente y por consiguiente, no son comparables. Este un tipico caso de una matriz
considerada como «mal condicionada» y que debemos transformarla para obtener resultados
mejores. Asi, si intercambiamos filas tenemos:

o o) ][
)= 54)

cualquiera sea la precisién utilizada y que corresponde a la solucién correcta.

Es evidente que el aumento en la precisiéon de los coeficientes no mejora los resultados.
Este es un caso especial de matrices cuya solucién merece un estudio méas detallado que se veré
en el capitulo 3 Sistemas de Ecuaciones Lineales y No Lineales.

la solucién que obtenemos es:

1.10. Diseno de algoritmos estables

El anélisis de los errores y, fundamentalmente, de la propagacién de estos errores, nos
ayuda a obtener algunos lineamientos para diseniar algoritmos estables, si bien no hay «recetas»
simples para ello. La mejor recomendacion es estar alerta en obtener un algoritmo estable cuando
se lo disena y no concentrarse solamente en otras cuestiones, como el costo computacional o la
posibilidad de su «paralelizaciény.

FEn su libro, Higham da una serie de lineamientos, entre los cuales se destacan los siguien-
tes:

1. Evitar la resta de cantidades con errores.

2. Minimizar el tamano de las cantidades intermedias relativas al resultado final. La razon
es que si las cantidades intermedias son demasiado grandes, el resultado final puede ser
consecuencia de una resta danina. O visto de otra manera, cantidades grandes «tapan» los
datos iniciales y en consecuencia, se pierde informacion.

3. Es mas ventajoso escribir una expresién que actualice la informacién como
valorpuevo = valoryiejo + pequena correccién
si la pequena correccion se puede calcular con muchos digitos significativos.” Muchos de los

métodos numéricos se expresan de esta forma, como por ejemplo, el método de Newton-
Raphson, el Método de los Gradientes Conjugados para resolver sistemas de ecuaciones

"Sin embargo, Higham mismo reconoce que no es necesario operar con muchos digitos significativos para
obtener buenos resultados utilizando este procedimiento. Véase [11]
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lineales, etc. Un ejemplo clasico es el método del refinamiento iterativo de la solucién para
un sistema de ecuaciones lineales de la forma Ax = B, en el que se calcula el residuo
ry = B — A%y, y con él un valor ;1 resolviendo Ad; = r1, para luego mejorar el resultado
obtenido con la iteracién Iy = 1 + 91.

4. Usar transformaciones bien condicionadas.

Una recomendacion importante es que se revisen los resultados intermedios, es decir, los
que se generan durante el procedimiento de calculo. Esta practica era muy comin en los inicios
de la computacion electronica. En su libro, Higham senala lo siguiente:

Wilkinson, el padre del andlisis de la propagacion de errores, gano una gran ex-
periencia respecto a la estabilidad numérica gracias a ese tipo de revision. Es ironico
que con las grandes facilidades que se tienen hoy para rastrear los pasos de un al-
goritmo (ventanas maltiples, herramientas grificas, impresoras rdpidas), a veces se
obtengan menos resultados que en esa época en las cuales sdlo se contaba con papel y
lamparas (vdlvulas).

Ejercicios
Errores - Error inherente

1. Identifique y describa las principales fuentes de error.

2. Desarrolle la propagacion de los errores inherentes de las siguientes expresiones:

a) y=a+b b) y=a-—2> ¢c) y=a-b d) y:%
1
e) y=a’ ) y=va 9) y=-

3. Obtenga los valores indicados utilizando las expresiones dadas y compare el resultado
obtenido segtn se indica:

a) Calcule f(2) y compare el resultado con v/2, aplicando la siguiente funcién:

Ed 22 +3~a:3 7-5-3.25 9.7.5.3-25
2! 4.21 16 - 4! 325! 64 - 6!

fA4+z)=1+

b) Calcule f (1%) y compare con sen (110), aplicando la siguiente funcion:

¢) Con la misma funcién del punto anterior obtenga f (%) v f (%) y compare con sen (%)
v sen (%) Calcule los errores relativos.

4. Dada la siguiente funcion:

2?2 23

—r— 4 4. _1n+1£n

que aproxima la funciéon In(1 + x), jcudntos términos se deben considerar si se quiere
aproximar In(2) con eg < 10747

5. Hallar una cota del error de:

15'2

<

flx,y,2) =
siz=20+01y=31+02yz=10+0,1.

N
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Representacion numérica
1. Represente los resultados de las siguientes expresiones con cuatro decimales:
a) V2 b) 2,1445-7 c) -7 d)y V3.
En lo casos b) y ¢), primero represente los valores de 7 y e con cuatro decimales.

2. dada la ecuaciéon de segundo grado, a z? +bx +c=0,cona =1; b= 62,10y ¢ = 1. Si
representa todos los ntimeros y los resultados intermedios y finales con notaciéon de coma
flotante con cuatro decimales y redondeo, aplique los algoritmos indicados y compare los
resultados obtenidos:

a) Algoritmo 1:
—b+ Vb? — 4dac A —b—Vb? — 4ac

xr1 = Tro =

2a 2a
b) Algoritmo 2:
—2c —2c
r1 = Tro = .
—b+ Vb? — 4ac —b—Vb? — dac
3. La funcién
3 b
Plx)=2— — + —
(@) =2 — =+,

corresponde a los tres primeros términos no nulos de la serie de MacLaurin para la funcién
arctgz. Calcule las siguientes expresiones usando P(x) y solamente cinco decimales, y
obtenga los errores absoluto y relativo, respecto de los valores obtenidos mediante las
funciones incluidas en un programa como el MathCad, SMath Studio, Octave, MatLab,
NumPy o similar.

1 1 1 1
a) 4 [arctg <2> + arctg <3>] b) 16- arctg <2> —4- arctg <239> .

4. La Formula de Hudson es una de las expresiones utilizadas para el diseno y dimensiona-
miento de escolleras de talud tendido:
Hg

A-D,
— M

donde Hg es la altura de ola significativa, A —1, par el peso especifico del material de
la coraza, p, el peso especifico del agua, D,, el didgmetro o dimension equivalente del bloque
a utilizar en la coraza, Kp un coeficiente de forma y colocacion y cota (cota = @%)
la pendiente del talud. Si los valores datos son py; = 23,5 kN/m?, p, = 10,25 kN/m?,
Hg = 6,0m, Kp = 9 y cota = 2, obtenga un valor de D,, si el error en la medicién
de la altura de ola significativa (Hg) es de +0,5 m y todas las operaciones deben hacerse

considerando solamente dos decimales.

W=

= (Kp- cota)3,

Gréfica de proceso

1. Para la funcion del ejercicio 5, obtenga el C), y el T, mediante la aplicaciéon de la grafica
de proceso.

2. Dada la formula del area de un anillo circular, 7(R? — 72), desarrolle la gréfica de proceso
de los siguientes algoritmos:

a) Algoritmo 1: w- (R-R—r-r);
b) Algoritmo 2: w-(R—r)-(R+ 7).

Asuma 7 = 3,14159 e indique cual de los dos algoritmo es el més conveniente.
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Perturbaciones experimentales

1. Mediante la aplicacién de las perturbaciones experimentales, obtenga el C), de:

a) f(z) =3 (z+2), con x =2236 y Az =0,001;
b) A=m(R2—7%),con R=20,r=10, AR=02y Ar =0,1;
¢) Dy=—"s

A-(Kp-cota)3

Use los datos del ejercicio 4 de Representaciéon numérica y considere una perturbacion
del 1% para Hg y pas.
1
Yn = / ™ e " dx,
0

con n =1;2;3;..., se puede aproximar con el siguiente algoritmo:

2. La integral

1
Yn =N Yn—-1— —-
e

Analice la condiciéon y la estabilidad del algoritmo para el caso de n = 3, si el valor inicial

esy():l—;.
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Capitulo 2

Ecuaciones no Lineales

2.1. Introduccién

Al aprender matematica estamos acostumbrados a que el planteo para resolver un pro-
blema matematico esté directamente relacionado con un procedimiento de tipo algebraico que
nos facilita encontrar la solucion en forma directa. Basta con reemplazar los datos en ese proce-
dimiento para encontrar el resultado buscado. Un ejemplo es la solucion algebraica de las raices
de la ecuacion de segundo grado a 22 +bx + ¢ = 0 dada por:

—b+ Vb? —4dac
T1 = :
’ 2a

Pero no siempre es asi.

Tomemos el siguiente caso: supongamos que queremos desarrollar una mejora en la costa
y para ello necesitamos un recinto cerrado, el cual vamos a rellenar con arena. Para conseguir ese
recinto necesitamos una pared de contencién que construiremos con tablestacas. Para disenar las
tablestacas debemos resolver una ecuacion del tipo ag + a1 © + as 2 + a3 23 = 0, donde z es la
longitud de hinca, también conocida como «fichay. Esta ecuacién tiene tres soluciones posibles
(tres raices). Si bien existe una solucion algebraica para obtener las raices de una ecuacion de
tercer grado, en general, es mucho mas préctico resolverla mediante algin método iterativo, y
obtener aquella solucion (raiz) que sea compatible con el problema.

Existen también aquellas ecuaciones que no tienen solucién algebraica y que, por lo tanto,
s6lo podran resolverse mediante aproximaciones. Tenemos como ejemplo, el calculo de la longitud
de onda de una ola maritima en aguas intermedias (entre aguas poco profundas, cerca de la costa,
y aguas profundas). La expresion para esto es:

P
L = Lo tanh <L7rd> ,

L
donde Ly es la longitud de onda en aguas profundas (d > 5) y d es la profundidad del mar.

. . L L . . .
Esta expresion es vélida para 20 <d< 3 Como podemos ver, esta ecuacidén no tiene solucion

algebraica, y, en consecuencia, el inico modo de obtenerla es mediante un método iterativo. (En
realidad, cuando d > %, tanh (%”d) =1,y L =Ly, ycuando d < %, tanh (%’rd) = 2%.% y por lo
tanto L = /2w Lod.)

Dado que este tipo de problemas son regularmente comunes en la ingenieria, en este
capitulo nos ocuparemos de estudiar los distintos métodos para resolver ecuaciones no lineales,
de manera de obtener resultados muy precisos.

Como repaso, recordemos los teorema del valor medio y del valor intermedio.
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Teorema 2.1. (Teorema del valor medio.) Si f € Cla,b] y f es diferenciable en (a,b), entonces
existird un nimero ¢ en (a,b) tal que
f(0) — f(a)

floy =1L

Teorema 2.2. (Teorema del valor intermedio.) Si f € Cla,b] y M es un namero cualquiera entre
f(a) y f(b), existirda un namero c en (a,b) para el cual f(c) = M.

Del primero podemos considerar que en un intervalo (a, b) podemos obtener la pendiente
«media» a partir de esos dos valores (a y b). El segundo nos ayuda a encontrar la soluciéon pues si
f(a) <0y f(b) > 0 entonces existira un valor z, tal que f(x,) = 0. Lo mismo ocurre si f(a) >0

y f(b) <0.

2.2. Método de la biseccion

Supongamos una funcion cualquiera f(x) y hallemos el valor de z, tal que f(z) = 0.
Asumamos que Z esté incluido en el intervalo (a,b), con b > a. Para que esto sea cierto, general-
mente se verifica que f(a)- f(b) < 0. (Sin embargo, hay casos en que f(z) =0, Z € (a,b) y no se
cumple que f(a)- f(b) <0.)

Puesto que & € (a,b), calculemos nuestra primera aproximacion de Z tomando el valor

medio del intervalo, es decir, , )
—a +a
r1 =a+ 5 =5 (2.1)
Para saber si es o no solucién debemos verificar que f(x1) = 0. Si no lo es, debemos
volver a obtener una aproximacién mediante un esquema similar. Para ello, verifiquemos que
f(a)- f(x1) < 0. Si es cierto, entonces nuestro nuevo intervalo seré (a,x1), si no lo es, nuestro
intervalo serd (z1,b). Supongamos, por simplicidad, que f(a)- f(x1) < 0 y que nuestro nuevo
intervalo es (a,z1). Con el mismo método usado antes, nuestra nueva aproximacion es

r1+a b‘%“—i—a_b—}—a a

_ — e 2.2
que también puede escribirse como
b—a
=z — . 2.3
T2 T1 4 ( )
Nuevamente verificamos si f(z2) = 0. Si seguimos iterando hasta obtener x,, tenemos
que
b—a
Tn = Tn-1 = 50 (2.4)
por lo que también podemos decir que
_ b—a
T —an| < (2.5)

Las figuras 2.1.(a), 2.1.(b) y 2.1.(c) muestran el proceso de aproximacion del método,
reduciendo el intervalo.

Si queremos hallar el valor exacto de Z deberiamos iterar hasta que |z — z,| = 0. Pero
si establecemos una tolerancia de modo que |Z — z,| < €, entonces tendremos que la cantidad
aproximada de iteraciones para obtener este resultado es

b—
| — 2] < QTG <e (2.6)

<e (2.7)

(5% 2.9
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L

[

1(x)

1(x)

(a) Intervalo inicial (b) Intervalo iteracion uno

YN

(c) Intervalo iteracion dos

Figura 2.1: Aproximaciones de la raiz por el método de la biseccion.

Por ejemplo, si nuestra tolerancia la expresamos como ¢ = 107!, para que el método

In(b —a) —In(107%)

converja se necesitardn n >

In(2)
tenemos:
In(b — a) In(10)
") U @)
n > () In(b —a) +t- In(10)],
y podemos escribir que
n> In(b —a)+t-2,30]

0,69
n>144-In(b—a) + 3,32 t,

iteraciones. Si lo desarrollamos un poco mas,

(2.11)

(2.12)

con lo cual la cantidad de iteraciones depende mucho mas de la tolerancia que del intervalo.
Si en vez del error absoluto usamos el error relativo como criterio de interrupcion, la

cantidad de iteraciones queda:

|z — x| < b—a

< 2.13
EREEE 21
b—a
2.14
an . ’—| <e¢ ( )
h—
n ()
e |z
> . 2.15
" In(2) (2.15)
Si consideramos que T ~ ;a’ entonces nos queda:
h—
|~y
—a
_\""2 /) (2.16)
n > MORE :
2
In ()
€
2.17
"7 Th2) (2.17)
si
e=10", (2.18)
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entonces, al reemplazar en la ecuacién anterior queda

In (102_t> = In(2) +¢- In(10)

"> ) , (2.19)
In(10)
n> 14t o (2.20)

es decir, incide poco el intervalo, siempre que el mismo sea pequeno o sus extremos no estén muy
alejados del valor exacto.

Este método de aproximacion de las soluciones se conoce como Método de la Biseccion.
Es muy sencillo y tiene la ventaja de que siempre converge, pues nada exige a la funcién a
la cual se le quiere calcular la raiz, salvo que se cumpla que f(zr_1)- f(xr) < 0, mientras se
esté iterando. Hemos estimado cuantas iteraciones son necesarias para encontrar una solucién
aceptable a partir del error absoluto, pero en realidad los criterios para detener el procedimiento
pueden ser los siguientes:

|zy, — xp_1| < e, (2.21)

20 = Tna] (2.22)
||

|f(zn| <e. (2.23)

donde ¢ es la tolerancia que ya mencionamos.

Cualquiera de los tres criterios es bueno para detener el proceso, pero el segundo es el
mas efectivo, pues se basa en el error relativo, y nos da una idea aproximada de la cantidad
de cifras o digitos significativos que tiene el resultado obtenido, pero a costa de hacer todavia
mucho maés lenta la convergencia, por lo ya visto al estimar n. En cambio, el altimo es el menos
confiable, pues por definicion f(z,) tiende a cero, con lo cual siempre es pequeno.

Si bien no tiene problemas con la convergencia, hemos visto que el método resulta muy
lento para alcanzar un resultado aceptable. Ademas, segtin sea el criterio de interrupcién aplicado,
en muchas ocasiones puede despreciar un resultado intermedio mas preciso. Es por eso que no
suele utilizarse como tnico método para alcanzar la solucion.

2.3. Meétodo de la falsa posicion o «regula falsi»

Hay otro método que también se basa en ir «achicando» el intervalo en el que se encuentra
la solucién. Se trata del Método de la Falsa Posicion o «Regula Falsi». Consiste en trazar la cuerda
que une los puntos f(a) y f(b) de la funcion dada e ir reduciendo el intervalo hasta obtener el
valor de Z tal que f(z) = 0. Al igual que para el método de la biseccion, debemos empezar por
calcular z1. Existen dos métodos equivalentes para obtenerlo:

_fla)(b—a)

x1 F0) — fla)’ 0 (2.24)
_ ., f)(b—-a)
r1=0b-— ( )~ Fla)’ (2.25)

La forma de aplicar el método es la siguiente. Utilicemos la primera expresiéon para obtener
x1; entonces verifiquemos que f(x1)- f(a) < 0. Si esto es cierto, para obtener nuestra segunda
aproximacion tendremos la siguiente expresion:

(2.26)
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caso contrario, nos queda esta otra expresion:

f(x1) (b — 1)

Xro = XT1 — f(b) — f(a:l) . (2.27)
Algo similar ocurre si partimos de la segunda. Si f(x1)- f(b) < 0, nos queda
_, JO)(b—x1)
2= )~ ) 229
v si no
PSP LCVLC R (2.29)

fl@1) = f(a)

Este método no es una gran mejora al método de la biseccién, aunque al trazar las cuerdas,
hace uso de la funcién y generalmente suele converger un poco mas rapido (figuras 2.2.(a), 2.2.(b)
y 2.2.(c) ). Un punto importante a tener en cuenta es que al igual que en el método de la biseccion,
los sucesivos xj, se encuentran siempre en el intervalo de anélisis (el intervalo (zp_o,2x—1)) v,
por lo tanto, en el intervalo (a,b) inicial. Y analogamente al método de la biseccion, es posible
que desprecie soluciones méas precisas obtenidas en pasos intermedios.

N |

1)
f(x)
%)

(a) Intervalo inicial (b) Intervalo iteracion uno (c) Intervalo iteracion dos

Figura 2.2: Aproxzimaciones de la raiz por el método de la «Regula Falsis.

2.4. Meétodo de las aproximaciones sucesivas o punto fijo

Puesto que los métodos anteriores no tienen una convergencia rapida, no son muy prac-
ticos para resolver problemas de gran complejidad. Veremos a continuacién un método mucho
més poderoso y efectivo.

Supongamos que nuestro problema a resolver, f(x) = 0, lo escribimos de una manera
levemente diferente:

f(z) =z —g(x)=0. (2.30)

Es evidente que podemos despejar x de esta ecuacion sin problemas, por lo que finalmente nos
queda:
v = g(x), (2.31)

es decir, nuestro problema se resume a encontrar una funcion g(z). Como estamos resolviéndolo
en forma iterativa, la expresioén que nos queda es:

1 = g(ap), (2.32)

para k = 0;1;...;n. El esquema entonces es sencillo: partiendo de una solucién inicial, por
ejemplo xg, luego de efectuar n iteraciones tendremos nuestra soluciéon aproximada x,, que
estard mucho mas cerca del resultado «exacto» que nuestro valor inicial.
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Veamos entonces un ejemplo de como aplicar el método. Supongamos que nuestra funcion
es

—e 0% tin(z) = 0.

No hay un procedimiento algebraico para obtener la raiz de esta funcién. Para ello,
propongamos la siguiente funcion G1(z) en el intervalo (1,5;2,5):

Gi(z) =2 — e %1% £ n(x),

y resolvamos en forma iterativa tomando xg = 2. Calculemos G1(xo) y obtengamos z1, luego 2
y asi sucesivamente:

Tr1 = Gl(IQ) =2— 6_0’1 2 + 111(2) = 1,874
To = Gy(z1) = 1,874 — e 01 18T 1 1n(1,874) = 1,674
x3 = G(x2) = 1,674 — e 01 16T L 1n(1,674) = 1,343.

La figura 2.3 muestra la progresion de las iteraciones.

f(x)

Figura 2.3: Método de las aproximaciones sucesivas con la funcion Gi(x).

Es facil notar que tenemos un problema. Como dijimos, la raiz buscada se encuentra en

el intervalo (1,5;2,5), pero el altimo resultado nos dio fuera de dicho intervalo. Evidentemente,
esta funcion Gi(x) no nos sirve.

Cambiemos la funcién y volvamos a intentarlo. Probemos con la siguiente funcion:

6_0’1 ‘Tz

Ga(x)=e

Esta vez iniciemos el proceso con xg = 1,5. Si repetimos lo hecho con G;(z), obtenemos:

e—0,1°15

1 = Ga(zp) =€ = 2,365;

e—0,1°2,365

To = GQ(:I}l) =e = 2,202;

e—0,1°2,202

Tr3 = Gg(l’g) =€ = 2,231.

A la tercer iteracion obtenemos el siguiente resultado: z3 = 2,231, valor que esta dentro
del intervalo. Verifiquemos si este valor es «correcto» calculando f(z3):

£(2,231) = —e %1221 1 1n(2,231) = 0,0023.
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f(x)

Figura 2.4: Método de las aproxzimaciones sucesivas con la funcion Ga(x).

La figura 2.4 muestra la progresion de las iteraciones para esta tultima funcion.

Este valor puede considerarse cercano cero y por lo tanto, hemos podido encontrar la raiz
buscada. (La raiz de esta funcion es x = 2,226.)

. Pero por qué fallamos al usar la primera funcién? Para entender esto veamos los siguien-
tes teoremas.

Teorema 2.3. Si g(x) € C(a;b) y g(z) € [a,b] para todo = € [a, b], entonces g(z) tiene un punto
fijo en [a, b].

Teorema 2.4. Si ¢/(x) existe en [a,b], y existe una constante m < 1, tal que
g ()| < m, para toda z € [a, ],
entonces, el punto fijo en en [a, b] es tnico.

La demostracion de estos teoremas puede verse en [3].

Estos teoremas son suficientes pero no necesarios, es decir, pueden no cumplirse y existir
dicho punto, tal como vimos en el ejemplo anterior. La funcién G1(x) no cumple con los teoremas
antes expuestos, sin embargo el punto fijo existe!.

Si miramos la funcién G(z) rapidamente notamos que el valor de la misma en 1,5 no
pertenece al intervalo dado, pues G1(1,5) = 1,045, por lo tanto, no se puede asegurar que exista
un punto fijo. Y si hallamos la primera derivada en ese punto tenemos que |G} (1,5)] = |—1,753| =
1,753 > 1, con lo cual si existiera el punto fijo, no podriamos asegurar que dicho punto fijo sea
tnico. No ocurre lo mismo con la funcién Ga(x) puesto que G2(1,5) = 2,365 que esta incluido en
el intervalo [0,5;1,5] y |G5(1,5)] = |—0,074] = 0,074 < 1, con lo cual el punto fijo es tnico. En
realidad, deberfamos haber verificado ambas funciones G(z) (G1(z) y G2(z)) para varios puntos
del intervalo, pero al comprobar que el punto de partida no cumple con las condiciones de ambos
teoremas (funcion Gi(x)), nos indica que esta funcién no es convergente.

Verificado que la funcion g(x) es convergente, nos falta definir el o los criterios de inte-
rrupcion. Como en los casos anteriores, éstos son similares a los ya vistos, es decir,

|z — zp_1| < e, (2.33)
Ty
f(an] < e. (2.35)

'Para x = 2,226 se tiene G1(x) = 2,226, por lo tanto, el punto fijo existe.
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Con el mismo ejemplo tenemos una pregunta: jcomo podemos obtener una solucién por
aproximaciones sucesivas (o punto fijo) que tenga una convergencia rapida? Para ello tenemos el
siguiente teorema.

Teorema 2.5. Sea g(x) € Cla,b] tal que g(z) € [a,b] para todo z en [a,b], que existe ¢’(x) en
[a,b] y que una constante k < 1 cuando

}g’(x)‘ < k, para toda x € (a,b).
Entonces, para cualquier ntimero g € [a, b], la sucesion definida por
Ly = g(xn—l)a n>1,

converge en el Gnico punto fijo Z en [a, b] .
Demostracion El teorema 2.5 implica que existe un punto fijo en [a, b]. Como g(x) pertenece

a [a,b] para todo = que pertenece a [a,b], la sucesion {z,},-, se define para todo n > 0y
Ty, € [a,b] para todo n. Dado que |¢'(z)| < k, si aplicamos el teorema del valor medio, tenemos

|xn - CE’ = ’g(xn—l) - g(‘%)’ = ‘gl(g)‘ ‘mn—l - j| <k |xn—1 - ,CE’, (236)
donde ¢ € (a,b). En forma inductiva obtenemos
|z — Z| < k|zn_1 — Z| < k?|2n_0— 7| < ... < k" |xo — T|. (2.37)

Como k < 1, entonces
lim |z, — | < lim k" |29 — Z| =0, (2.38)
n—oo n—oo

y la sucesion {z,}, -, converge a Z.

Corolario 2.5.1. Si g(x) satisface las hipotesis de teorema 2.5, las cotas de error que supone
utilizar x,, para aproximar Z estan dadas por

_ n.
n = ) ’
|zy, — 2| < K" méx{zo — a,b— zo}

y por
n
2 =2l < 77

|1 — x|, para toda n > 1.

Demostraciéon La primera cota viene de:
|zp, — 2| < k" |z, — 2| < K" max{zxg —a,b—x0}, (2.39)

porque z € (a,b).
Con z > 1, la demostracion del teorema 2.5 implica que

|Tnt1 — 2| = |g(xn) — g(zn-1)| < |zn — @pn—1| < ... < K" |21 — 20]. (2.40)

En consecuencia, cuando m > n > 1,

|Tm — Tn| = |Tm — Tm—1 + Tm—1 — Tm—2+ ... + Tnt1 — Ty (2.41)
<|tm — Tm—1| + |Tm-1 — Tm—2| + - .- + |Tnt1 — x4| (2.42)
<E™ Uz —mo| + KT oy — 20| + ..+ K |2y — 20 (2.43)
=E"(L4+k+E +. .+ E"" ) |2 — ] (2.44)
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Por el mismo teorema, tenemos que lim,, .~ x,, = Z, por lo tanto

o0
T— x| = lim <k"|x; — 3 :
| nl nlin;o < k" |z xg\Zk (2.45)
i=0
Pero Y2, k' es una serie geométrica con razon k. Como 0 < k < 1, esta sucesiéon converge
a T por lo que nos queda que

n

1-k

|z — x| < |z1 — xo]. (2.46)
Podemos ver que como |¢'(x)| < k, la convergencia depende de la primera derivada de
g(x). Cuanto mas chico sea k, més rapida seré convergencia.

2.5. Meétodo de Newton-Raphson

Este método es uno de los mas poderosos que se conocen para resolver ecuaciones de la
forma f(x) = 0. Curiosamente, el método fue desarrollado tanto por Isaac Newton como por
Joseph Raphson, pero fue éste quien lo public6 primero, casi 50 afos antes y en una forma
levemente diferente a la de Newton, quien sélo la desarrolld para resolver raices de polinomios.
Su formulacién actual fue desarrollada en realidad por otro matematico, Thomas Simpson?.

Una primera aproximacion para obtenerlo es partir del método de la falsa posicion, y en
vez de trazar una cuerda entre los dos extremos del intervalo, trazar una tangente, que pase por
un punto. Supongamos que para el mismo intervalo [a, b] trazamos la tangente que pasa por f(b).

La ecuacién de la recta tangente sera

t(z) = f(0)(x = b) + f(b). (2.47)

Cuando se cumpla que f(z) = 0 se debera cumplir que ¢(z) = 0. Por lo tanto podriamos
hallar un valor z; tal que ¢(z1) = 0 para ir aproximando nuestra raiz. Asi obtenemos

t(z1) = 0= f'(b)(z1 — b) + f(b) (2.48)
. f)
z1 =b G} (2.49)

Si f(x1) # 0, podemos repetir el procedimiento otra vez para obtener un 5. En definitiva,
podemos crear una aproximacion iterativa de la siguiente forma:

f(zi-1)
! /(551'—1)'
La figura 2.5 muestra la aproximacion de la raiz por este método.
Existe una forma de deducirlo a través de la serie de Taylor. Supongamos que f(z) €
C?[a,b], y sea & una aproximacion de Z tal que f(Z) = 0. También que f'(&) # 0y |& — Z| sea
pequeno. Desarrollemos el primer polinomio de Taylor para f(#) expandida alrededor de z,

(2.50)

Ty = Tj—1 —

xr — )2
F@) = 1) + f@) - ) + e T (2.51)
donde &(x) esta entre x y Z. Puesto que f(Z) = 0, entonces para x = T tenemos
T—7)2
0= F(@) + F1@) @ — )+ fe(a) (252

2

2Matematico inglés, nacido en 1710 y fallecido en 1761. Fue quien dio a conocer el famoso Método de Simpson
de integracién numérica. Lo curioso es que Simpson atribuy6 este método a Newton. Méas datos acerca de Thomas
Simpson se pueden obtener en [14].
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Figura 2.5: Método de Newton-Raphson.

Al suponer que |# — Z| es pequefio, podemos despreciar (Z — #)2, con lo que nos queda

0= f(@)+f(@)(z - 2), (2.53)
y despejando & de la ecuacién nos queda
f(&)
f'(2)
Y si en lugar de aproximar con Z lo hacemos con xg, entonces generamos una sucesion {x;}
definida por

f(xi-1)

LTj = Li—1 — ma (2-55)

=2

(2.54)

que es la misma expresién que ya vimos.

De este desarrollo podemos ver que el error cometido es proporcional a (z — ;)% o a
1" (z;) (puesto que cuando x; &~ T podemos suponer que &(z;) ~ x;). De ahi que podemos aplicar
los mismos criterios de interrupcién que en los otros métodos.

También podemos observar que si no elegimos un xq lo suficientemente cerca, el método
puede no converger. Para esto tenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.6. Sea f € C 2[a,b]; si T € [a,b] es tal que f(Z) =0y f/(z) # 0, entonces existe un
d > 0 tal que el método de Newton-Raphson genera una sucesion {z;}3°; que converge a T para
cualquier aproximacion inicial zy € [Z — 6, Z + 4].

Demostraciéon La demostracion se basa en analizar el método de Newton-Raphson como si
fuera el método de las aproximaciones sucesivas, tomando que x; = g(x;—1), n > 1, y que

@
7(z)

Entonces, sea k un nimero cualquiera en (0;1). En primer lugar debemos encontrar un
intervalo [Z—4, Z46] que g «mapee» en si mismo y en el que |¢'(z)| < k para toda z € [T—0, Z+0].
Como f/(Z) # 0y f'(Z) es continua, existe d; > 0 tal que f'(z) # 0 para z € [T — 01,T +
01] C [a,b]. Por lo tanto, g esta definida y es continua en [z — d1,Z + d1]. Por otro lado tenemos

que
P @) @)
gz)=1 PP PP
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para x € [T — 61,Z + 61] y como f € C?[a, b], tendremos que g € C'[a, b].
Como hemos supuesto que f(Z) = 0, entonces
oy S@f(E)
T) = "—"—5—-=0.
AT

Ademas ¢’ es continua y k es tal que 0 < k < 1, entonces existe un ¢, tal que 0 < § < 01, y
|9 ()| < k para toda x € [Z — 6,7 + 6].

Nos falta todavia demostrar que ¢ : [z — 0,2+ 9] — [2 — 0,2+ ). Six € z—§,Z +¢]. El
teorema del valor medio implica que existe un ntmero £ entre x y T para el que se cumple

lg(x) — g(z)| = |g'(&)| |z — .

Por lo tanto, se cumple que

l9(z) = 2| = |g(z) — 9(@)| = |g'(€)| lo — 2| < ko — 2] < |z - 7].

Como x € T — §,Z + 6], podemos deducir que |z —Z| < § y que |g(z) — Z| < 0. Este tltimo
resultado nos muestra que g : [z — 0, + 0] — [T — 6,T + 4].

En consecuencia, la funcion g(z) = x — f(x)/f’(x) satisface todas las hipotesis del teore-
ma 2.5, de modo que la sucesion {x;}:°; definida por

f(wi1)

v =g(ri1) = w1 — 45—, parai > 1,
fl(wi-1)
converge a T para cualquier zg € [T — §;Z + 0].
Como vimos, este método es una variante del método de las aproximaciones sucesivas.
Si la funcion f(x) no tiene derivada en el entorno [a,b] no es posible aplicarlo, pero si resulta
dificil calcularla o evaluarla, existe un método alternativo denominado método de la secante, €l
cual reemplaza f’(x;—1) por su aproximacion discreta, es decir,

fl(wio1) = f(mifﬁ — f.(xi_2)- (2.56)
Ti—1 Ti—2

Si reemplazamos esto tltimo en la formula de Newton-Raphson tenemos

f@ic1)(zi—1 — zi—2)

T; = Xi_1 — 2.57
' i f(@io1) — f(zi2) ( )

que también podemos escribir como
= f@ic1)zio — f(zi2)Ti (2.58)

f(xiz1) — f(zi—2)
2.6. Analisis del error

En este punto analizaremos la convergencia de los métodos iterativos vistos. Nos basare-
mos en la siguiente definicion.

Definicién 2.1. Un sucesion {z;}5°, convergird a Z de orden « con una constante asintotica A
si se cumple que
|Ti1 — 2]

lim il Y
1—00 ]xl - 33|

con x; # I para todo 4, y @ y A son dos constantes positivas.
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En consecuencia, tenemos que la convergencia puede ser lineal (o = 1), cuadrdtica
(o = 2), cubica (o« = 3), etc. Dado que obtener un procedimiento con convergencia mayor a
la cuadratica no es sencillo, nos ocuparemos de analizar solamente los dos primeros casos.

Enunciaremos dos teoremas que se refieren a la convergencia lineal y a la cuadrética, que
estan basados en el método de las aproximaciones sucesivas.

Teorema 2.7. (Convergencia lineal.) Sea g € Cla, b] tal que g € [a,b] para toda z € [a,b]. Si ¢’
es continua en (a, b) y existe una constante k < 1 tal que

|g'(z)| <k, para todo z € (a,b),
y si ¢'(Z) # 0, entonces para cualquier zg € [a, b] la sucesion
x; = g(x;—1), parai > 1,
converge solo linealmente al punto fijo z € [a, b].

Teorema 2.8. (Convergencia cuadrdtica.) Sea Z la solucion de la ecuacion z = g(z). Si ¢'(z) =0
y ¢" es continua y esta estrictamente acotada por una constante M en un intervalo abierto I
que contiene a T, entonces existird un ¢ > 0 tal que, para z¢ € [T — ¢, Z + ¢], la sucesion definida
por x; = g(z;—1) cuando i > 1, converge al menos cuadraticamente . Ademés para valores
suficientemente grandes de i, se tiene

M 2
|xi+1—x\<7\xi—xl .

Las demostraciones de ambos teoremas pueden verse en [3].

El primer teorema (teorema 2.7) nos dice que para que la convergencia sea cuadratica
o superior, se debe cumplir que ¢'(Z) = 0, en tanto que el segundo, nos da las condiciones que
aseguran que la convergencia sea al menos cuadratica. Este teorema nos indica que el método de
las aproximaciones sucesivas nos puede llevar a desarrollar métodos con orden de convergencia
cuadratica o superior. En efecto, si partimos de

z; = g(wi-1), (2.59)
podemos suponer que g(z) se puede escribir como
9(x) =z — ¢(z) f(z). (2.60)

De acuerdo con el segundo teorema (teorema 2.8), para obtener una convergencia al
menos cuadratica debemos plantear que ¢'(Z) = 0. Dado que:

g'(x) = 1= ¢ (x)f(x) — o) f (2), (2.61)

podemos escribir que
9'(z) =1-¢(2)f(2), (2.62)
pues f(Z) = 0, entonces ¢'(Z) = 0siy solo si ¢(z) = 1/f'(Z). Si reemplazamos esto en la funcion
original nos queda
flziz1)
T =9(xi—1) = Ti—1 — % 2.63
i = g(zi-1) i—1 f,(xi_l)a ( )
que no es otra cosa que el método de Newton-Raphson.
Del segundo teorema, obtenemos ademés que M = |¢”(x)|. De ahi que si |¢”(x)] = 0, la
convergencia podria ser cibica, es decir, si f”(z) se anula en el intervalo, la convergencia sera
superior a la cuadratica 3.

3Si se desarrolla g’ (z), la derivada que mas incide en la convergencia es f”(x).
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2.7. Meétodos de convergencia acelerada

Si bien hemos visto que el método de Newton-Raphson es de convergencia cuadréitica,
no siempre es posible utilizarlo. La principal razén es que debemos conocer la derivada de la
funcién. Aunque vimos un método alternativo, el método de la secante, éste no resulta ser un
método de convergencia cuadratica. Veremos ahora un procedimiento para obtener convergencia
cuadratica a partir de un método linealmente convergente.

Supongamos que tenemos la sucesion {z;}°, que converge linealmente y que los signos
de z; — T, ;01 — Ty x;10 — T son iguales y que ¢ es suficientemente grande. Para construir una
nueva sucesion {Z;};°, que converja méas rapido que la anterior vamos a plantear que

Tit1 — T Tito — T
(AR TGP (2.64)
Ty — & Ti+1 —
con lo cual nos queda
($i+1 — .f)Z ~ ($i+2 — :E)(a:z — :f') (2.65)
Si la desarrollamos nos queda
221 — 201 T + T° & Tigo; — (Tigo + 3;)T + T2, (2.66)
Yy
(Tito + T — 2041)T & Tiga®; — Tpy ). (2.67)
Si despejamos Z nos queda
Li42L5 — $Z2+1
T~ . (2.68)
Tiya — 2Tiq1 +
Si ahora sumamos y restamos $ZQ y 2x;x;41 en el numerador, tenemos
2 . i1 — X2 4 D1 — 12
- Ti + Ti42%; TiTiy1 — T + 2T Tit1 (2 69)
Tit2 — 2Tit1 + X '
wi(Tip = 21+ @) — (07 = 2w + xF) (2.70)
Tiy2 — 2xi41 + X -
~~ 7 - . .
Tiyo — 2Tip1 +
Si definimos la nueva sucesion {Z, }:2, como
2
. Tirq — o
Ty = X5 — ( s Z) (2.72)

)
Tiyo — 2Xiq1 + Xy

obtenemos una técnica denominada Método A% de Aitken, que supone que la sucesion {Zi}32,
converge méas rapidamente a  que la sucesion {x;}:2,,.
La notacién A asociada a esta técnica esta dada por:

Definicion 2.2. Dada la sucesion {x;}:°, la diferencia progresiva Az; esta definida por
Ax; = xjy1 — x;, para i > 0.
Las potencias mas altas A*z; se definen por medio de

AFz; = A(AF L), para k > 2.
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A partir de estas definiciones tenemos que A?z; se expresa como

AQxi = A(Ala;,) = A(aziﬂ - a:z) (2.73)
= A.fi_;,_l — Ami = (xi_;,_g — $¢+1) — (xz'+1 — .%'z) (2.74)
= Tiyo — 2Ti11 + T4, (2.75)

por lo que el método A? de Aitken puede escribirse como

Tr; = T —

(A:EZ)Q
AQIZ' '

(2.76)

Para analizar la convergencia de este método tenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.9. Sea la sucesion {z;}°, que converge linealmente a Z, y que para valores sufi-
cientemente grandes de i, se cumpla que (z; — Z)(x;41 — ) > 0. Entonces la sucesion {Z;}52
converge a T con mayor rapidez que {z;}:°, en el sentido de que

, X;—T

lim =*——= =0.
i—00 Ty — I

Si aplicamos el método A? de Aitken a una sucesién cuya convergencia sea lineal, podemos
acelerar la convergencia a cuadratica. Podemos entonces desarrollar otros métodos a partir de
esta técnica.

2.8. Meétodo de Steffensen

Si aplicamos esta técnica a una sucesion obtenida por el Método de las Aproximaciones
Sucesivas tendremos como resultado Método de Steffensen. Este método, en realidad, tiene una
leve modificacion al Método A? de Aitken.

Al aplicar este tltimo método a una sucesién linealmente convergente, la nueva sucesion
convergente cuadraticamente se construye mediante los siguientes términos:

z0; 1 = g(x0); w2 = g(x1); To = {A%}(wo); w3 = g(m2); &1 = {A*}(z1); ...

En cambio, el método de Steffensen calcula las tres primeras aproximaciones de la forma
indicada pero introduce una leve modificacién al calcular x3. En lugar de obtener a éste a partir
de xo aplicando el método de las aproximaciones sucesivas, lo hace a partir de Zg. La secuencia
queda asi de la siguiente forma:

2g); o = gl 2l = (@) o = (A2} () (2.77)
21 = gleg); o8 = gt 4 = {A%Ha"); - (278)

0 sea, No arma una sucesiéon completa con el método de las aproximaciones sucesivas sino que
con las tres primeras aproximaciones calcula una nueva aproximaciéon haciendo uso del Método
A? de Aitken, para continuar otra vez con el método de las aproximaciones sucesivas, obtener
dos nuevas aproximaciones y nuevamente aplicar el Método A? de Aitken.

De esta manera, el método se asegura una convergencia cuadratica y mejora notablemente
la precisiéon en los resultados obtenidos por el método de las aproximaciones sucesivas. En el
siguiente ejemplo podemos ver la diferencia en la convergencia.

Supongamos que para aplicar el método de las aproximaciones sucesivas tenemos la ex-
presion
2 — "k 4 xz

3 ,xo = 0,50.

Tr+1 =
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Tabla 2.1: Método de Steffensen - Algoritmo 1

iox [k[i] XY
0] 0,50000 | 0 | 0] 0,50000
1| 0,20043 1| 0,20043
2 | 0,27275 2 | 0,27275
310,25361 [ 1| 0| 0,25868
4 | 0,25855 1025723
5 | 0,25727 2 | 0,25761
6|0,25760 [ 2 | 0 | 0,25753
7 | 0,25751

8 | 0,25753

Para ver la eficacia del método y poder comparar, obtendremos la raiz por el Método de
las Aproximaciones Sucesivas primero, y por el Método de Steffensen, después.

En la tabla 2.1 podemos ver los resultados obtenidos al aplicar ambos métodos. En la
segunda columna estan los obtenidos con Aprozimaciones Sucesivas y en la ultima, los obtenidos
con Steffensen. Observemos que el Método de Steffensen alcanzé méas rapidamente el resultado
«correcto» que el Método de las Aprozimaciones Sucesivas. Mientras este ultimo necesité ocho
iteraciones, el de Steffensen requirié solamente seis.

Aunque el método es muy conveniente para aproximar la rafz, su algoritmo es algo en-
gorroso para implementarlo en una calculadora o computadora. Veamos la forma de mejorarlo.
Como hemos partido del método de las aproximaciones sucesivas, se cumple que z;+1 = g(z;).
Podemos redefinir la notaciéon de Aitken de esta manera:

Az = ziq1 — Tn = g(m3) — T (2.79)
AQIIZZ' = Tij4+2 — 2573@'-{-1 +x; = g(wi_;,_l) — 29(%1‘) + x;. (2.80)

De esta forma eliminamos explicitamente las iteraciones i + 1 e ¢ + 2 de aproximaciones
sucesivas, pero la incorporamos en forma implicita. Pero ademés como f(x;) = g(x;) — x;, pues
asi surgi6 nuestra g(x), podemos volver a modificar la notacion anterior y dejarla asi:

Ax; = g(x;) — xi = f(a;) (2.81)

AZ%’ = {glg(z:i)] — g(x:)} — [9(2i) — 23] = flowi + f(z:)] = f(20), (2.82)

pues glg(zi)] — g(x;) = flg(x;)] = flxi+ f(zi)]. Ahora, reemplacemos en el Método de Steffensen
y eliminemos el supraindice y redefinamos el subindice para pasos sucesivos:

fw:)?
flai + f(@i)] = fla)

Esta formulacion nueva lo asemeja a los métodos de Newton-Raphson y de la Secante, y
reduce la cantidad de iteraciones, como podemos ver en la siguiente tabla:

Este otro algoritmo del Método de Steffensen es mucho mas conveniente, pues es facil de
codificar. Solo requiere conocer f(z) al igual que en el método de la secante, pero con la ventaja
de que su orden de convergencia es similar al de Newton-Raphson. Comparado con aquél, tiene
la ventaja de su orden de convergencia cuadratico (O(h?)) y la desventaja de calcular dos veces

fla)®.

4La mayoria de las calculadoras de bolsillo incorporan el Método de la Secante para obtener la raiz de una
ecuacién no lineal; podria ser un trabajo interesante incluir este algoritmo de Steffensen en calculadoras mas
modernas o en programas como Matlab, Octave, MathCAD, e incluso SMath Studio.

Tit1 = Ti —

(2.83)
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Tabla 2.2: Método de Steffensen - Algoritmo 2

[ [ Xj [ Xit1 ‘
0,50000 | 0,27455
0,27455 | 0,25761
0,25761 | 0,25753

0,25753 | 0,25753

W N = O] =

2.9. Meétodo de Halley

Hemos visto que podemos desarrollar métodos con un orden de convergencia mayor al
lineal a partir del método de las aproximaciones sucesivas, cuya convergencia es justamente lineal.
Las dos mejoras obtenidas fueron el Método de Newton-Raphson, y su alternativa, el Método de la
Secante, y los métodos A? de Aitken y de Steffensen. En los casos més favorables, estos métodos
alcanzan un orden de convergencia cuadratico, si bien el A? de Aitken puede alcanzar érdenes
superiores. El método de la secante no alcanza una convergencia cuadratica pero es supralineal.

También mencionamos que obtener un método con un orden de convergencia ctibico no
era una tarea sencilla pero tampoco imposible, pues al plantear alguna funcion g(x) tal que
g"(z) = 0 en todo el intervalo, es posible que alcanzar dicha convergencia ctubica. En los dltimos
anos, ha resurgido un método cuya convergencia es, justamente, ctibica y que fue obtenido a
fines del siglo XVII o a principios del siglo XVIII, es decir, contemporaneo al método de Newton-
Raphson. Este método se conoce como Método de Halley, aunque el mismo Halley reconoci6é que
su método se basd en otro creado por el matemético francés Thomas Fautet de Lagny en 1691
para aproximar raices cibicas mediante formulas racionales e irracionales (ver [5]).

Existen varias formas de obtenerlo. Nos concentraremos solamente en dos.

Como mejora del Método de Newton-Raphson

De la misma forma que mejoramos el Método de las Aprorimaciones Sucesivas podemos
obtener una mejora del Método de Newton-Raphson. Entonces, definamos una nueva funcion ¢(x)
de la siguiente manera:

¢(x) = f(z)-~(z). (2.84)
Si a nuestra raiz de la funcion f(z) = 0 la volvemos llamar Z, impondremos que esta
nueva funcién cumpla con lo siguiente:

§(3) £0, ¢"(3) =0 y ¢"(F) #0. (2.85)
Al imponer que ¢”(Z) = 0 nos queda:
(@)@ +2- f(2) (@) + f(2) "(2) = 0, (2.86)
y como f(z) = 0, podemos escribir lo anterior as:
(@) (@) +2- f'(2) ' (2) =0, (2.87)
que puede ser convertida en una ecuaciéon diferencial de la forma
@) y(@) +2- fi(x) -+ (x) =0, (2.88)
cuya solucién general es: .

(2.89)

v(x) = )
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Por lo tanto, nuestra funcion ¢(x) queda asi:

(2.90)

Con esta nueva funcion ¢(z) desarrollemos el método de Newton-Raphson:

O C) Y 1) 24/ f(w:)? | 2.0)
¢' (i) VI (@) 2 f'(0)? = f i) £ ()
Si operamos algebraicamente, obtenemos una féormula mas compacta:
2 f (=)
fla) - () ['(xi)
()

(2.92)

Tit1 = Tj —
2i

Por desarrollo de la serie de Taylor

En forma anéloga a como obtuvimos el Método de Newton-Raphson, podemos obtener el
Método de Halley a partir de la serie de Taylor. Efectivamente, podemos obtener f(Z) a partir
de cualquier = si hacemos que

-\ / _— " (z —2)? " (z — =)
1@) = Ja) + 1) @ =)+ @) T T 2
y como f(z) =0, nos queda
_ ' _— " (7 —x)? 1 (z — )
0=f(x)+ fi(z) (z —x)+ f"(x) 51 + f(x) 30 +... (2.94)

Si ahora definimos ¢ = Z — x y reemplazamos en la anterior, truncando en f”(z), nos

queda
g2 3
0= f(z) + f'(@) e+ f'(z) 5y + f7(E) 5y + - (2.95)
Si dejamos de lado el término de truncamiento, nos queda que
&2

0= f(@)+ /(@) e+ () 5. (2.96)

que nos permite aproximar e de esta forma:
€= f(xf)”( B (2.97)

x

Como nos queda una ecuacién implicita, podemos aproximar € con Newton-Raphson, es decir,
hacer que

f(x)
= — , 2.98
Fi(@) (299
v luego reemplazar en la expresion anterior, de modo de obtener lo siguiente:
iy LD 1)
2 fl(x)
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Si reordenamos la expresion ultima nos queda:

2
e=— . f/(“””) , (2.100)
,_ @) @) F'@)
J'(@)?
y como hemos definido que € = T — x, entonces T = = + ¢, por lo que si reemplazamos ¢ por la
expresion hallada, nos queda

2 f(z)
IT=x— , (2.101)
L 1@ @) @
f'(@)?
que para un proceso iterativo se convierte en
2 f(z;)
Tit1 — X5 — ) (2'102)
T @) ) 7w
f!(w)?
nuevamente, el método de Halley. Si definimos
2 . " .
Ly(ai) = W (2.103)
otra forma de escribir el método es:
2 .
f() (2.104)

TR T L) P

Observemos que nuevamente debemos imponer que f/(z) # 0 en el intervalo, pues de lo

(i)
f'(w:)

contrario L¢(x;) y quedaran indeterminadas.

Orden de convergencia del método

Para analizar el orden de convergencia del método, nuevamente nos ayudaremos con la
serie de Taylor. Si desarrollamos g(z) a partir de g(Z) tenemos que

(x — )2 (z —x)3
2! 3!

Al mismo tiempo, como Z es nuestra raiz, g(z) = &, o sea que el desarrollo anterior se puede

g(x) = g(x) + ') (x — 2) + ¢"(2) +9"(2) +o

escribir asi:
(z —z)

3!

(z—2)

9(@) = 7+ 9'(2) (2~ 2) + ¢"(@) T+ g"(@) ...

o(z)
¢'(z)

g" (), etc. Si nos limitamos a estas tres derivadas, obtenemos lo siguiente:

Por otro lado, sabemos que g(z) = = — , asf que podemos obtener ¢'(Z), ¢"(Z),

oy _0@) ¢'(x)
g (x)= T (2.105)

s @) o) ) o) () ¢(x)
TO=5 T B@E 2 PP (2.106)
iy _p0"@) @) 60w 3R o)
9@ =25 T PP T @)

(@) () " (@)}, (2.107)

- Pag. 48 - Resumen de las Clases Tedricas Revision: 11/2021



Analisis Numeérico 2. ECUACIONES NO LINEALES

Si reemplazamos x = , como ¢(Z) = 0, ¢'(z) # 0, ¢"(z) = 0 y asumiendo que ¢™(Z) esta
acotada, nos queda

6@ (@)
g (a:) _ [¢/(7)]2 -0 (2.108)
gy = O | BB 9"E) 0@ ") @) (2.109)

[
§"(7) = ,@"(@) | $(@) (@) =3 [¢" (@)

@b(f) 1 =\13 /(= (= " (=
6
@) " I + [¢,(E>]4{[¢ (@) = ¢'(z) ¢"(2) " (2)}
Qs/”(i')
2.110
7@ 2410
Ahora podemos reescribir la serie de Taylor:
7)3 "= 7)3
g(az):x+g”’(x)(:'3_6$)+...=x+2q;,(%)($;$)+... (2.111)
Si truncamos en en el término con ¢"”'(Z) nos queda
_ L 9" (- 1)
Ahora consideremos que = = xj, entonces
_ 9" (z —3)°
g(zy) = + 76 3 . (2.113)
Como g(xy) = xk4+1 la expresion queda asi:
Tpy1 — T = 3(;? ¢S(§€)) (xp — )% = X (zp — T)°, (2.114)
0, de esta otra forma -
T+l — T Ck+1
LI R (2115)

Hemos podido relacionar el error en la iteraciéon k + 1 con el error en la iteraciéon k.
Como vimos en la definiciéon 2.1, el orden de convergencia lo obtenemos cuando

TS ek G
k—oo |xp — I

Si aplicamos esta definicién al error del método de Halley, o = 3, el método es de convergencia
cubica.

2.10. Notas finales

Hasta aqui hemos visto seis métodos iterativos para obtener las raices de una ecuaciéon
del tipo f(x) = 0. Los dos primeros, el de la Biseccion y el de la Falsa Posicion («Regula Falsi»)
son métodos que aseguran la convergencia pero que son muy lentos. Suelen usarse como una
primera aproximacién cuando no se tiene informacién més detallada del punto Z, de ahi que son
conocidos como métodos de arranque. Sirven para acotar el intervalo en el cual se encuentra la
raiz buscada. Los otros cuatro, los métodos de las Aproximaciones Sucesivas, Newton-Raphson,
de la Secante, de Steffensen y de Halley son mucho méas potentes.
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Los métodos de Newton-Raphson y de Steffensen son de convergencia cuadratica, en
tanto que el Método de Halley es de convergencia ctibica. Si bien este dltimo asegura una rapidez
importante, exige conocer la segunda derivada de la funcién f(x), ademéas de la primera, lo que
convierte al método en algo no muy préctico para su implementacion.

De todos métodos vistos, los méas usuales para programar son el de las Aproximaciones
Sucesivas y el de la Secante, puesto que son sencillos y no requieren conocer la derivada primera
ni la derivada segunda. Es comin, ademas, que cuando no disponemos de un intervalo lo sufi-
cientemente acotado para trabajar con los métodos de refinamiento, comenzar con el método de
la biseccién, y asi, disminuir el «costo computacionaly.

Los métodos analizados son muy eficientes para resolver ecuaciones no lineales con raices
simples. Cuando la ecuacion f(z) = 0 tiene raices multiples, ninguno de estos métodos puede
distinguir rapidamente esta situacién. Ejemplo de ello son algunos polinomios. Una forma de
determinar si una funcioén tiene raices multiples esta en el analisis de las derivadas. Por ejemplo,
una rafz x, es de multiplicidad m si se cumple que:

flap) = flap) = f(zp)... = f(m_l)(xp) =0 vy f(m)(*rp) # 0.

Para este tipo de funciones existen otros métodos que pueden se pueden ver en [3].

Ejercicios
Métodos de arranque

1. Obtenga la la raiz de las siguientes ecuaciones no lineales con una tolerancia ¢ = 1074,
mediante el Método de la Biseccion:

a) f(z) = x — cos(x) en el intervalo [0; 1]
b) x cos(z) = In(z) en el intervalo [0; 1,6]
2. Sea
@) =3+ 1) (2= 3) (@1,

aplique el Método de la Biseccion y el Método de la Falsa Posicion o Regula Falsi para
obtener las raices en los intervalos [—2;1,5] y [—1,25;2,5] con una tolerancia ¢ = 1075.

3. Aplique los Métodos de la Biseccion y de la Falsa Posicidon para obtener las raices del
siguiente polinomio:
ot — 223 — 42® + 4o — 4,

e indique cuél de los métodos converge méas rapido a la solucién, si toma una tolerancia
e = 1079 para los siguientes intervalos: [~2; —1], [0;2], [2;3,5] y [~1;0].

4. Encuentre una aproximacion de v/3 con una tolerancia ¢ = 10™* aplicando los Métodos
de la Biseccion y de la Falsa Posicion. (Sugerencia: considere f(x) = 22 — 3 y el intervalo
[052].)

Métodos de refinamiento

Método de las Aproximaciones Sucesivas o del Punto Fijo

1. Efectiie cuatro iteraciones para obtener la raiz de la funcién f(x) = 2% + 222 — 2 — 3 en
los intervalos [—1;0] y [0;2] con las funciones g;(x) que se proponen, aplicando el Método
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de las Aprozimaciones Sucesivas o de Punto Fijo:

34+ —a4
2

[z +3 3zt 4+ 222 +3
c) gs(z)= 212 d) 94(33):m

(Sugerencia: verifique si las funciones g;(z) cumplen con las condiciones suficientes para su

a) gi(z) = (3+x — 22?7 b) golx) =

convergencia. )

2. Para cada una de las siguientes ecuaciones, determine la funcion ¢g(z) y un intervalo [a, b]
que asegure la convergencia:

a) 32° —e* =0 b) x—cosz =0 c¢) xsenz—Inz=0.

3. Obtenga el valor de L, longitud de onda de una ola maritima, en la siguiente ecuacion:

gT? 2m d
L="—tanh | —
o o0 ( L )’

donde: g es la aceleraciéon de la gravedad (9,81 m/s?), T es el periodo (8s) y d es la

. . _ qT?
profundidad del mar (7 m). Sugerencia: tome Ly = %—.

Método de Newton-Raphson

1. Obtenga la raiz de las siguientes ecuaciones mediante la aplicacion del Método de Newton-
Raphson:

a) fz)=2%—-6yz=1;
b) f(x)=2®+coszy xo=—1;
¢) f(z) =322 —e® y xg = 2.
2. Obtenga las raices de las ecuaciones siguientes con un precision de 1074
a) 3 — 222 —5=0en [0;4];
b) x3 —32%-27% + 31477 —8 % =0 en [0,1];
c) €5 4+3-(In2)2-3%* — ¢ . In8 — (In2)3 = 0 en [1;0].

3. Obtenga la raiz ciibica de un nimero c. Sugerencia: considere f(z) = 2® — ¢ = 0.

Meétodo de la Secante

1. Obtenga la raiz de las siguientes ecuaciones, mediante la aplicacion del Método de la Se-
cante:

a) f(z)=2>~6yx=1;

b) f(z) =2+ coszyzg=—1;

c) flx) =322 —e® y 29 = 2.

Compare con los resultados obtenidos con el Método de Newton-Raphson.

2. Obtenga las raices de las ecuaciones siguientes con un precision de 1074:

a) ¥3—22% —5=0en [0;4];

b) a3 —32%-27% +32-47% -8 % =0en [0,1];

c¢) €5 +3-(In2)%-3% — 4. In8 — (In2)® = 0 en [-1;0].

Compare con los resultados obtenidos con el Método de Newton-Raphson.
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Meétodo de Steffensen
1. Obtenga la raiz de las siguientes ecuaciones:
a) flz) =2 —6yx=1
b) f(x) =2®+coswy o= —1;
¢) f(z) =322 —e® y xg = 2.

Compare con los resultados obtenidos con el Método de Newton-Raphson y el Método de
la Secante.

2. Obtenga las raices de las ecuaciones siguientes con un precision de 1074
a) 3 — 222 —5=0en [0;4];
b) 23 —322-27" + 32477 —8 ¥ =0en [0,1];
c) €57 4+3-(In2)2-3%* — ¢ . In8 — (In2)3 = 0 en [1;0].

Compare con los resultados obtenidos con el Método de Newton-Raphson y el Método de
la Secante.

3. Obtenga L de la ecuacién del punto 3 de Métodos de las Aproximaciones Sucesivas y
compare los resultados obtenidos.

Método de Halley
1. Obtenga la raiz de las siguientes ecuaciones mediante el Método de Halley:
a) fz)=2"—-6yz=1
b) f(x)=2®+coszy xo=—1;
¢) flx) =322 —e® y 2o = 2.

Compare con los resultados obtenidos con el Método de Newton-Raphson, el Método de la
Secante y el Método de Steffensen.

2. Obtenga las raices de las ecuaciones siguientes con un precision de 10~4:
a) ¥3—22% —5=0en [0;4];
b) 23 —32%-27% + 3247 —8 % =0en [0;1];
c¢) €5 4+3-(In2)2-3% — . In8 — (In2)? = 0 en [1;0].

Compare con los resultados obtenidos con el Método de Newton-Raphson, el Método de la
Secante y el Método de Steffensen.
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Capitulo 3

Sistemas de Ecuaciones Lineales y No
Lineales

3.1. Introducciéon

Una de las caracteristicas fundamentales del uso de las computadoras es la dificultad para
trabajar con métodos simbolicos. Si bien hoy existen varios programas que trabajan con mate-
mética simbolica (Mathematica, Maple, MathCAD, Maxima) y otros tienen modulos simbolicos
(como Sympy de Python), no es lo mas usual y mucha veces la capacidad de esos programas se
ve excedida por las demandas ingenieriles en cantidad de célculo. Mas de una vez la necesidad
de obtener un resultado en el menor tiempo posible hace imperioso contar con algin método que
estime el valor en forma numérica.

Buena parte de los problemas ingenieriles de la actualidad hacen un uso intensivo de
sistemas de ecuaciones lineales, usualmente definidos como Ax = B. En particular, el uso ex-
tendido de programas que aplican el método de los elementos finitos o de las diferencias finitas
es un ejemplo de ello. En esos programas, como los de andlisis estructural, el nicleo princi-
pal del programa es la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales de grandes dimensiones
(1,000 x 1,000, 10,000 x 10,000, etc.). En este tipo de problemas no resulta muy eficiente invertir
la matriz de coeficientes para hallar la solucién del sistema. También la aplicacién de métodos
de regresion miltiple requieren la solucién de sistemas de ecuaciones lineales, algo usual en es-
tadistica. Podemos decir, entonces, que en ingenieria el uso de sistemas de ecuaciones lineales es
una practica habitual.

Por lo tanto, uno de los temas méas importantes del analisis numérico es el estudio de la
resolucion de estos sistemas de ecuaciones. Si bien conocemos métodos muy precisos (exactos)
para resolver sistemas de pequenias dimensiones, el problema es analizar cémo resolver sistemas
de grandes a muy grandes dimensiones.

Del algebra lineal sabemos que podemos obtener la solucion de Ax = B si hacemos
x = A7!'B, pero obtener la inversa de A no es una tarea sencilla, mas si la matriz no sigue un
patrén determinado o si estd mal condicionada, concepto que estudiaremos més adelante.

Como introduccién y repaso, veremos primero algunas definiciones relacionadas con el
algebra vectorial y matricial para luego estudiar varios métodos que resuelven un sistema de
ecuaciones sin invertir la matriz de coeficientes de manera muy eficiente y para distintas condi-
ciones.

3.2. Definiciones

Empezaremos dar algunas definiciones relacionadas con los vectores y las matrices.
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Definiciéon 3.1. Una matriz que tiene la misma cantidad de filas que de columnas (A es de
n x n dimensiones) se denomina matriz cuadrada.

Para que una matriz pueda tener inversa debe ser necesariamente cuadrada.

Definiciéon 3.2. Una matriz cuyo determinante es no nulo (det(A) # 0) se denomina matriz no
singular.

Definicién 3.3. Una matriz A cuadrada tiene inversa, es decir, existe A~!, si A es una matriz
no singular.

A partir de esta ultima definicion podemos decir que un sistema de ecuaciones lineales
tiene solucién tnica si la matriz A del sistema Ax = B es cuadrada y no singular.

Definicién 3.4. Se denomina rango de un matriz al nimero de filas que son linealmente inde-
pendiente.

Por lo tanto, el rango de una matriz cualquiera siempre es menor o igual al nimero de
filas (rango(A) < mnumero de filas). De esto dltimo se puede inferir que una matriz A de n x n
dimensiones es no singular si su rango es n (rango(A) = n). Si el vector B se puede escribir como
combinacién lineal de las columnas de la matriz A y la matriz A es singular, entonces existen
infinitas soluciones para el sistema.

Definiciéon 3.5. Una norma vectorial en R” es una funcion, || - ||, de R™ en R, con las siguientes
propiedades:

1. ||x|| > 0 para todo z € R™;

2. ||x|| =0siysélosiz=0(z=][0;0;...;07);

3. ||la-x|| = |a] - ||z|| para todo « € Ry z € R, y;

4. lx+yll < |x[| + |ly]l para todo z;y € R™.

Definicién 3.6. Las normas ly y o, de un vector estan definidas por:

n
1. x|z = Zx? (también llamada norma euclidea);

i=1
2. ||x|loc = max |x;].
Il = mx o
Definicion 3.7. Una norma matricial sobre un conjunto de todas las matrices n X n es una

funcion de valor real, || - ||, definida en este conjunto y que satisface para todas las matrices A y
B de n x n y todos los ntimeros reales a:

—_

- lAl>0;

2. [JA|| =0siysolosi A=0,es decir, A es la matriz nula;

w

- Nla- Al = laf - |A;

4. [|A+ B[l < [[A]l +[IBI};

ot

- |A-BJ < [|A]-|B]].
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3.3. Matrices triangulares

Una matriz triangular es aquella que sélo tiene coeficientes no nulos en la diagonal princi-
pal y por encima o por debajo de ella. Hay dos tipos: la matriz triangular superior, generalmente
denominada U, cuando los coeficientes nulos estan por debajo de la diagonal principal, y la
matriz triangular inferior, denominada U, cuando los ceros estan por encima de la diagonal
principal. Estas matrices son muy convenientes cuando se deben resolver sistemas de ecuaciones
lineales puesto que permiten una rapida obtencion de los resultados sin la necesidad de invertir
la matriz de coeficientes A. Estos dos tipos de matrices dan lugar a dos métodos muy utilizados:
la sustitucion inversa, para matrices U, y la sustitucion directa, para matrices L.

Por ejemplo, para el primer caso, una matriz U de dimensiones 4 x 4 tiene la siguiente
forma:

U1 U2 U113 U14
0 ugo wuz3 uy
0 0 u33 U34
0 0 0 Ugq

U=

Para resolver un sistema Ux = B basta con empezar por la ultima fila para obtener x4 y luego
ir reemplazando este valor en las ecuaciones anteriores, es decir, hacer:

by
Ty = —
U44
by — ugy4 - T4
r3— ——
u33
n
bi — E uij -:Bj
Jj=i+1
Ty =
(0273

Esta forma de resolver el sistema de ecuaciones lineales se denomina sustitucién inversa.

Cuando la matriz es triangular inferior el procedimiento para resolver Lx = B es:

by
Xr1 = —
l11
by =l -m
Ty =
22
i1
bi — E lz‘j “ Xy
Jj=1
Ty —= ——F——

liz

En este caso, el método se denomina sustitucién directa.

Cualquiera de estos métodos es sencillo de aplicar y evita tener que invertir la matriz
de coeficiente de un sistema de ecuaciones lineales, lo que facilita la resolucién del mismo. En
consecuencia, los métodos directos se basan en transformar la matriz de coeficientes original no
triangular, en una nueva matriz de coeficientes triangular.
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3.4. Eliminacién de Gauss y sustitucién inversa

El Método de Eliminacion de Gauss® es un método directo muy efectivo que transforma
una matriz cualquiera en una matriz triangular superior y luego aplica el método de sustitucion
inversa para obtener la solucién del sistema dado. Para ello se basa en la propiedad que tienen
las matrices de que la misma no cambia si se reemplaza alguna de sus filas por una combinacion
lineal de ella con alguna de las restantes filas. El procedimiento en lineas generales es:

= Se fija la primera fila de la matriz A.

= Se transforman las filas siguientes de manera de que el coeficiente a;1 se anule, es decir, se
utiliza el coeficiente a1 de la diagonal principal como pivote.

= Se fija la siguiente fila, se fija el pivote en la diagonal principal y se repite el paso anterior.
= Se contintia hasta que la matriz queda transformada en una matriz triangular superior.
= Se aplica la sustitucion inversa para hallar los x;.

Por ejemplo, supongamos que tenemos la siguiente matriz A de dimensiones n = 4, con
su vector independiente B, y generamos la matriz ampliada:

ailn a2 a3 aix | b
A |21 a2 ax; ax | bo
az1 azx aszz azs | b3
ag1 a42 G43 Qg4 | by

Para obtener el vector x debemos proceder asi:
1. Fijar la primera fila de la matriz;

2. Calcular el coeficiente moq:

a1
mo1 = —

ai

3. Luego calcular los coeficientes a3; y b3:

*
Qoo = 22 — M21 X A12

*
Qg3 = 23 — M21 X 13

*
A9y = G24 — M21 X A14

b§=bQ—TTL21Xb1

4. Proceder de la misma forma con el resto de las filas, calculando los coeficientes ms; y ma4;
y los coeficientes a3;, a};, b3 y b3, hasta obtener la primera transformaciéon de la matriz
ampliada:

a1 a2 @13 a4 |

A — 0 a3y a3 asy | b3
0 a3 a3z ajy |
0 |

* * *
Ay Q43 Gy

'Es interesante la historia de este método. Una buena resefia se puede leer en [9].
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5. Fijar la siguiente fila (la segunda) de la matriz transformada y repetir los pasos 2 a 4, es
decir, calcular los coeficientes my;, (ms2 y ma2), y efectuar una nueva transformacion. Ope-
rando sucesivamente de esta forma (al calcular el coeficiente my3), obtendremos finalmente
la matriz ampliada triangulada:

a1l a2 a3 Q14 b1

|
A= 0 a3 a% a’2‘#4 | b%l
0 0 al a§r4 | bi
0 0 0 ay | b4

6. Con la matriz ampliada triangulada, obtenemos el vector x por sustitucion inversa, hacien-

do:
Jr
_ by
T4 = —7F
Qyy
b# — a}im
r3 = ———7
a#
33
by — a33w3 — agxy
ro =
a*
22
. b1 — a1222 — a1323 — a1424
1 p—

ai

Entonces, la expresiéon general para la transformacion de las filas de una matriz ampliada
es la siguiente:

a;‘j = Qij — My X g, (3.1)

para los coeficientes de la matriz A, y:

b

)

= bi — my; X bl (32)
para los coeficientes del vector de términos independientes (B), con m; = Z—Z

Este procedimiento es muy ttil puesto que se conoce exactamente la cantidad de pasos
que deben efectuarse, es decir, el método tiene un cantidad finita de pasos, inclusive si el sistema
a resolver cuenta con varios vectores B. En ese caso, basta con transformarlos conjuntamente
con la matriz A.

Con este procedimiento, es posible conocer el «costo computacional» del método, es decir,
establecer cuanto tiempo lleva todo el proceso. Una forma de estimar este costo de transformacion
de la matriz en triangular superior es mediante la siguiente expresién que cuenta las operaciones
realizadas (sumas, restas, multiplicaciones y divisiones). Para la transformacion de la matriz A
ampliada con el vector B en una matriz triangular superior tenemos la siguiente cantidad de
operaciones:

nd 2 n® 7
Z[(n—k;)—l—2(n—k)(n—k+1)]:§n3+?—6n. (3.3)
k=1

A su vez, para la sustitucion inversa tenemos esta cantidad de operaciones:
n—1
1+ 2(n—k)+1] =n’ (3.4)
k=1

En consecuencia, si se suman ambos valores, tenemos que el costo de efectuar la elimina-

cion de Gauss es: 5 3 .
§n3 + 5712 5 (3.5)
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es decir, proporcional a n3.

Conviene tener presente que esta estimacion es aproximada, pues no se han tenido en
cuenta otros «costosy dificiles de evaluar como son el manejo de las prioridades de memoria, la
forma de guardar los datos, etc. Sin embargo, esta estimacion sirve para establecer que a medida
que la dimensiéon de la matriz aumenta, el costo es proporcional al cubo de la misma, es decir,
el aumento del tiempo empleado en resolver el sistema completo (el «costo computacionaly )
es potencial y no lineal. Es por ello que resolver un sistema de 1000 x 1000 insume un costo
proporcional a 1000000 000 operaciones.

Un problema que puede surgir en este método es si alguno de los elementos de la diagonal
principal al ser transformados se anulan. Si esto ocurriera, de acuerdo con el algoritmo anterior,
el procedimiento se detendria y en consecuencia no podria obtenerse solucién alguna. En estos
casos se aplican versiones més desarrolladas, denominadas FEliminacion de Gauss con Pivoteo
Parcial (EGPP) o Eliminacion de Gauss con Pivoteo Total (EGPT).

En el primer caso, lo que se hace es primero intercambiar las filas, reordenéandolas de
manera tal que el coeficiente nulo quede fuera de la diagonal principal, y luego se contintia con
el algoritmo tradicional. Veamos un ejemplo. Supongamos el siguiente sistema:

1tz —23=1
1+ a0 +4x3 =2
2rx1 — xo + 223 = 3.

Armemos el sistema ampliado para aplicar el método de Eliminacion de Gauss. Entonces
nos queda:

1 1 -1 ] 1 1 1 -1 |1
1 1 4 | 2[=1]o 0 5 |1
2 -1 2 | 3 0 -3 4 | 1

Como vemos, la transformacion de la matriz nos deja nulo el coeficiente a3, de la segunda
fila, lo que nos impide seguir operando. Para poder seguir debemos intercambiar las filas dos y
tres, en consecuencia tendremos:

1 1 -1 ] 1 71 1,2667
0 -3 4 | 1| =>{ap=[-00667
00 5 |1 5 0,2000

El intercambio entre las filas 2 y 3 evité que el procedimiento se detuviera. Pero también
es posible que valores muy chicos en los coeficientes de la diagonal principal generen un problema
en la mecénica del sistema. Por ejemplo, consideremos el siguiente sistema:

0,03z1 4 58,929 = 59,2
5,31x1 — 6,10x0 = 47,0;

que debe ser resuelto con una precisiéon de solamente tres digitos y aplicando corte en vez de
redondeo. Si aplicamos Eliminaciéon de Gauss tendremos:

003 589 | 592 ]
0 —10400 | —10300]°

pues al hacer los célculos obtenemos que:

9,31
0,03

mor = =177 = a}y = —6,10 — 177 x 58,9 ~ —6,10 — 10400 ~ —10400

b5 = 47,0 — 177 x 59,2 ~ 47,0 — 10400 ~ —10300.

- Pag. 58 - Resumen de las Clases Tedricas Revision: 11/2021



Analisis Numeérico 3. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES Y NO LINEALES

z1| _ [30,0
xof 10,990
Pero si resolvemos el sistema anterior con precision «infinitay, el resultado que obtenemos
1| 10
i) - 11’

lo que nos indica que el resultado anterior es incorrecto. Esta diferencia esta dada por el coeficiente
0,03 en la diagonal principal. Si reordenamos el sistema original tenemos:

Asi, la solucion del sistema es:

es:

5,3121 — 6,10z = 47,0
0,03z1 + 58,972 = 59,2;

y si utilizamos la misma precision, resulta:

531 —6,10 | 47,0]
0 589 | 589

puesto que al hacer los calculos obtenemos:

0,03
ma = a7 = 0005649 ~ 0,005 = af, = 58,9 — 0,005 x (~6,10) = 58,9 + 0,030 ~ 58,9

b5 = 59,2 — 0,005 x 47,0 = 59,2 — 0,235 ~ 58,9.

(=10

resultado que coincide con el obtenido con precisién «infinitay.

Es por eso que el método de Eliminacion de Gauss con Pivoteo Parcial (EGPP) se usa
también cuando alguno de los coeficientes de la diagonal principal es muy chico con respecto a
los demés coeficientes de la matriz.

En el caso del pivoteo total se efectiia no s6lo un reordenamiento de las filas sino también
de las columnas, lo que complica atin maés el procedimiento.

Ambos casos insumen un mayor costo computacional que resulta muy dificil estimar
puesto que no se trata de contar operaciones aritméticas como en la estimacioén anterior, si bien
se considera que una comparacion es equivalente a una suma/resta.

La solucion del sistema es:

3.5. Factorizaciéon LU

El método de Eliminacion de Gauss es muy potente. Sin embargo, no siempre es conve-
niente su utilizacién. Supongamos por un momento que para resolver un determinado problema
debemos resolver el sistema de ecuaciones en forma anidada. Es decir, cada nueva solucién de-
pende del resultado obtenido en un paso anterior, es decir, cada vector B depende de la solucion
anterior (B = f (x<i_1>)).

Si queremos resolver estos sistemas nos encontraremos con la desventaja de que en cada
paso tendremos que recalcular la matriz triangular superior, lo que significa un costo compu-
tacional muy grande, tal como vimos en el punto anterior. Por lo tanto, deberiamos buscar un
método que nos evite repetir dichos céalculos.

Un método muy eficiente para estos casos es la Descomposicion o Factorizacion LU. Esta
consiste en descomponer la matriz A original en el producto de dos matriz: una triangular inferior
(L) y una triangular superior (U), para armar el siguiente sistema:

Ax=LUx=A con A=LU.
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De esta forma obtenemos dos sistemas de ecuaciones:

Ly = B, (3.6)
Ux=y (3.7)

En el primer caso, para obtener la solucién intermedia y, aplicamos la sustitucién directa,
y en el segundo, la sustitucion inversa. Vemos que en este método el vector B no es transformado
en ninguno de los sistemas resueltos, que es lo que estAbamos buscando. ;Pero como se obtienen
las dos matrices triangulares?

En el caso de la matriz triangular superior, la forma mas sencilla de obtenerla es aplicar
el mismo algoritmo que el utilizado para FEliminacion de Gauss, lo que significa que el costo
computacional es similar (pero no igual, puesto que no debe transformarse al vector B). Nos
falta la matriz L. Pero esta matriz es muy sencilla de obtener. Planteemos el esquema para
obtener los coeficientes de la matriz L partiendo que los elementos de la diagonal principal son
iguales a 1 (I;; = 1):

Uil = a1
a1 ag
loruir = a1 = logg = — = — =mn
Uil an
a3l a3l
l31u1r = az1 = l31 = — = — =ma1
Uil an

*
[31u12 + I32u22 = aza = l32u22 = azz — l31U12 = a3z — M31a12 = a3y
—_————
asy
* *
a a
32 32
U2 Qg

Como vemos, la matriz L estd compuesta por los coeficientes de la diagonal principal
iguales a 1 (I;; = 1), en tanto que los coeficientes por debajo de la diagonal principal iguales a los
coeficientes m;; del método de Eliminacion de Gauss (l;; = m;; ). Es decir, las matrices tienen
la siguiente forma:

1 0 0 0
mo1 1 0 0
L= : 0
Mp—1,1 Mp—1,n—2 1 0
L Mnl Mpn—2 Mpn—1 1_
y
a1l a1z Q13 G1n
* * *
0 a3 a3 Aon
* *
U=10 0 as asp
*
L O 0 0 ann_

donde los a;*j son los coeficientes transformados del método de Eliminacion de Gauss.

Obtenidas L y U, la solucion del sistema la obtenemos aplicando, primero, la sustituciéon
directa para hallar el vector y y luego, sustituciéon inversa para hallar x. Para el primer caso,
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aplicamos el siguiente algoritmo:

y1 = b1
Y2 = by — la1y1

i—1
yi=bi— > lijy;
=1

puesto que los coeficientes l;; son iguales a uno ({; = 1).
Como dijimos, obtenido y, se aplica la sustitucién inversa para obtener el vector x solucion
del sistema. El algoritmo es:

Yn
Ty = —

Unn

2 _ Yn—-1—Un—-1nYn [1mm]
-1 = .
" Up—1,n—1
n
Yi — g Ui T
j=it1

Ty =

Ujj

Como vemos, en ningtn caso hemos modificado o transformado al vector B, por lo que
una vez que obtenemos las matrices U y L, podemos resolver los distintos sistemas aplicando
sustitucion directa primero e inversa después. Este método se conoce como Método de Doolittle.

Ahora nos quedaria analizar el costo computacional del método. Sin embargo, dado que
hemos utilizado el método de Eliminacion de Gauss para obtener las matrices U y L, el costo para
este método es muy similar al de dicho método. En consecuencia, la ventaja esta principalmente
en no tener que repetir la triangulaciéon de la matriz A para cada sistema con un B distinto.

Al obtener la matriz U mediante Eliminacion de Gauss podemos tener el mismo problema
ya visto: que un coeficiente de la diagonal principal se haga nulo en los pasos intermedios. En
ese sentido, valen las mismas aclaraciones respecto al Pivoteo Parcial y al Pivoteo Total. Es por
eso que suele decirse que existe un par de matrices L y U que cumplen con:

PA = LU, (3.8)

donde P es una matriz de permutacion.

3.6. Meétodo de Cholesky

3.6.1. Matrices simétricas y definidas positivas

Antes de analizar un caso particular de factorizacion de matrices conviene recordar la
definicién de un algunos tipos de matrices. En primer lugar, se dice que una matriz es simétrica
cuando dicha matriz es igual a su transpuesta, es decir:

A=AT,

Otro tipo de matriz es la conocida como definida positiva®. En este caso se debe cumplir
que:
xTAx > 0 para todo x # 0.

2 Algunos autores exigen que A sea simétrica y definida positiva. Sin embargo, en principio, se puede decir que
no es necesario que una matriz sea simétrica para que sea definida positiva.
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Es de notar que lo que se impone para que una matriz sea definida positiva es que el
escalar resultante de la operacion x Ax sea no nulo y mayor que cero. En general demostrar esto
resulta muy engorroso, por lo que suelen utilizarse algunos procedimientos alternativos. Para ello
veamos los siguiente conceptos.

Definicion 3.8. Una primera submatriz principal de una matriz A es la que tiene la forma:

ail; a2 ... Qaig

a1 a2 a
Ay = 2k

ar1 G2 Qkk

para alguna 1 < k < n.

Teorema 3.1. Una matriz simétrica A es definida positiva siy solo si sus primeras submatrices
principales tienen determinante positivo.

Teorema 3.2. La matriz simétrica A es definida positiva si y solo si la eliminacion de Gauss
sin pivoteo puede efectuarse en el sistema Ax = B con todos los pivotes positivos.

Corolario 3.2.1. La matriz simétrica A es definida positiva si y solo si A puede factorizarse en
la forma LDL”, donde L es una matriz triangular inferior con coeficientes iguales a uno en la
diagonal principal (I;; = 1) y D es una matriz diagonal con coeficientes positivos (d;; > 0).

Corolario 3.2.2. La matriz A es simétrica y definida positiva siy sélo si A puede factorizarse en
la forma L LY donde L es una matriz triangular inferior con elementos no nulos en su diagonal.

3.6.2. Algoritmo de Cholesky

Con el tdltimo corolario se puede efectuar una factorizaciéon de la matriz A conocida
como método o algoritmo de Cholesky. En efecto, si la matriz A es simétrica definida positiva,
es posible obtener una matriz S que cumpla:

SST = A.

Veamos como podemos obtener esta matriz a partir de la Factorizacion LU. De acuerdo
con el corolario 3.2.1, la matriz simétrica A puede ser factorizada como L D L”. Si ademés
es definida positiva, entonces los coeficientes de D son positivos. En consecuencia, podemos
obtener sin problemas \/ﬁ, con lo cual tenemos A = LvDvVDLT. Asi nuestra matriz A puede
ser expresada como:

A=LVD - - vDL? =s5sT.
X &

Finalmente, las expresiones para obtener esta matriz S son:

i—1 1/2
S = [aii — Z S?k] y (3.9)

1 i—1
Sji = | % — Zsjksikz ; (3.10)
Sii h—1

con j > 1.

Este método es mucho més eficiente puesto que sélo debemos calcular y guardar una sola
matriz, a diferencia de la Factorizacion LU en la que debemos calcular y guardar dos matrices,
si bien algunos algoritmos permiten guardar ambas matrices en una sola. Ademas, el Método
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Cholesky no aumenta considerablemente el «costo computacional» que analizamos en los puntos
anteriores, por més que deban extraerse n raices cuadradas.

Este método es muy aplicado en programas estructurales que aplican el método de los
elementos finitos, dado que la matriz de coeficientes es una matriz simétrica y definida positiva.
De todos modos, tiene las mismas desventajas vistas para los otros métodos cuando la dimensiéon
de la matriz es cada vez més grande.

3.7. Condicion de una matriz

Uno de los puntos a tener en cuenta es qué error cometemos al resolver un sistema
de ecuaciones lineales mediante un método directo. Una forma de conocer el error de nuestro
vector solucién x seria analizar el algoritmo utilizado con ayuda de la grafica de proceso. Este
procedimiento resulta un tanto engorroso y largo, ademas de poco practico. Una segunda manera
es analizar lo siguiente: puesto que nuestro sistema se puede expresar como Ax = B, una forma
alternativa es x = A7'B. Si definimos N = A~! nos queda x = N -B. Si desarrollamos esta
expresion para cada componente de x nos queda:

xTr; = Znijbj. (3.11)
j=1

Armemos un algoritmo que tenga la siguiente forma:

S5 = nijbj; (312)
n
j=1

Analicemos los errores en cada paso. Para el primero tenemos:

es; = bjen,; +nijep, = bje;j + nije; (3.14)

bjenij + nijebj

ers; = + pj = erp,; +ery, 4+ pg = eryj + erj + ;. (3.15)

Con el error relativo podemos recalcular el error total de s;:
€s; = bjeij + n;je; + n,-jbj,uj. (316)
Para el segundo paso tendremos:
n n n
Ca = Y es; = Y (bjeij +ngjey) + Y misbiuy, (3.17)
j=1

J=1 J=1

n n n n

n
I _ N (bjeij £ nijej) nijbitt
em—zx—iJrZuk—Z . +3 P +3 e (3.18)
k=2

j=1 j=1 j=1 k=2

Esta tltima expresion la podemos escribir también como:

n n
ngibj (ery; + er; + ;)
ery, = E At ”xi A g L- (3.19)
j=1 k=2

Si reordenamos los términos tendremos:

n

n n
ery, = E Z L (ery; +erj) + g ;‘juj + E Lk (3.20)
! k=2

j=1 j=1
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De esta forma se puede decir que el error relativo de x; es:

n n
ery, & Z Cpj (erij +er;) + Z Tejpuj, (3.21)
=1 j=1
con
ey
Cp; = —23% y (3.22)
T
T nijbj
ej ~ —— +1, (3.23)
T

si tomamos que er;j;er; < ry que u; <e€.

Hemos encontrado para cada x; la expresion del error relativo, o mejor dicho, una idea
aproximada del error. Pero, en la practica, jsirve esto? Todos los célculos son engorrosos y ademas
hemos partido de un algoritmo no del todo practico, pues hemos dicho que invertir la matriz no
es conveniente 3. Entonces, ;qué hacemos?

Supongamos que hemos resuelto nuestro sistema A x = B con un algoritmo cualquiera y

que en consecuencia hemos obtenido una solucién X. Lo que nos interesa conocer es una cota del
. . X —X .
error absoluto, ||x — X||, o del error relativo, HHH’, en alguna norma, por ejemplo, la norma
X
infinito.
Como, en principio, no conocemos el resultado exacto de x, lo que podemos hacer es
calcular lo siguiente:

R =B - A%,

donde R lo denominamos residuo. Si nuestra solucién x fuera la solucion exacta, entonces nuestro
vector R deberfa ser nulo. Sin embargo, en la practica, siempre obtendremos un vector R no
nulo, debido a la propagacién de los errores de redondeo o de los errores inherentes y de redondeo.
. Qué conclusiones podemos sacar conociendo R? Veamos el siguiente ejemplo.

Supongamos la matriz A y el vector B dados a continuacion:

A _ [1,2069 0.8648] L [0,8642
~ 10,2161 0,1441| " ~ |0,1440|

Supongamos también que usando un determinado algoritmo hemos obtenido las siguientes
soluciones:

41— 0,9911 s —0,0126
04870 TP | 10182 |
Entonces, tendremos:
. —-1077
R:B—AXZ"R:|: 10_7 :|

Por lo tanto, tendremos que |R||,, = 1077. Podemos decir que el residuo es muy chico.
Sin embargo, la solucién correcta es:
]2
=%

Es decir, jel error cometido es del mismo orden de la solucién, o sea, 107 veces el residuo!

Es importante tener en cuenta que cualquiera sea el algoritmo utilizado, no podemos
esperar sino un residuo pequeno o muy pequeio, lo que significa que este residuo R por si solo
no nos sirve de mucho para estimar el error que hemos cometido al obtener Xx.

3Esta deduccién es interesante, pues nos muestra que tanto el Cp como el Te dependen de la matriz A, dado
que la matriz N no es otra cosa que A~'. De ahi que la solucién de cualquier sistema de ecuaciones lineales
mediante la inversion de la matriz es potencialmente inestable.
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;,Como se relaciona, entonces, este residuo con el error en X? Veamos. Escribamos el
residuo como:

R=B-Ax=Ax—- A% =A (x—%).

es decir:
x—%x=A"R.

Elijamos cualquier norma vectorial, por ejemplo, la infinita. Entonces tendremos:
I =%l = [ATR], < |A7 IRl

Esto nos da una cota del error absoluto en términos de A~1. Usuahnente el error relativo

es mas significativo que el absoluto. Como ||B|| < ||A]]||x|| implica que W < |\||B||||’ tendremos
que:
Ix — 1 Al 1 IR
e = 3wy ALy a4 (3.24)
HX|| <l Bl ] Bl

Esta expresion nos permite establecer que el residuo por si mismo no nos alcanza para
estimar el error de nuestro vector soluciéon x, sino que también debemos conocer algunas caracte-
risticas de la matriz A. En particular, vemos que el error relativo de x depende de HA‘1 H Al
A este niimero lo denominaremos condicion de A y lo expresaremos como conds (A) o k(A)2.
Tanto ||A™!|| como ||A|| son nimeros reales (son normas de las matrices) por lo tanto para que
el error relativo de X no sea muy grande, el producto de [[A™!||[|A[ debiera ser cercano a uno,
es decir:

IA[ AT =K(A) > /> 1.

Si la matriz es no singular debe cumplirse que:
L= 1) = [A1A] < n(A)

que puede considerarse el limite inferior, en tanto que si la matriz A es singular (no existe A™1),
k(A) — oo, que puede ser considerado el limite superior. Asi, puede decirse que el nimero de
condicién da una idea de cuan cerca esté la matriz de ser singular, o lo que es lo mismo, de que
el sistema no tenga solucién o que sean infinitas.

Una conclusién interesante es que si la matriz A del sistema estd mal condicionada,
pequenios desvios en el residuo R pueden llevar a grandes desvios en X, es decir, si definimos que
|Ax|| = ||x — X]|, entonces puede darse que ||Ax|| > 1, algo que no es aceptable.

3.8. Refinamiento Iterativo de la Solucién

Hemos visto en los puntos anteriores que los métodos directos pueden resolver muy bien
un sistema de ecuaciones lineales, con excepcion de un sistema con la matriz de coeficientes A
mal condicionada. Atdn asi, existe la posibilidad de obtener una solucién aceptable, dentro de
cierto rango. Al analizar el error cometido, introdujimos el concepto del vector «residuoy», que
denominamos R, y que obtuvimos de la siguiente manera:

R =B - A% (3.25)

Como vimos, con ese vector residuo podemos calcular el error de nuestra aproximacion
X respecto de nuestra solucion «exactay» x, pues tenemos que:

B-A%x=Ax—A%x=A(x—%)=AJ=R, (3.26)
1)

“En este caso hemos utilizado la norma infinito. Podria haberse usado la norma euclidea y obtener el conds(A).
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y, en consecuencia, resolviendo este nuevo sistema de ecuaciones podemos obtener nuestro valor
0. Dado que hemos definido que § = x — X, entonces podemos decir que:

X =%+, (3.27)

y con ello hemos obtenido nuestra solucién «exactay. Sin embargo, esto no suele ocurrir al primer
intento, de manera que lo que obtendremos en realidad es una nueva aproximaciéon de nuestra
solucién, que llamaremos x. Para sistematizar esto, digamos que

}A{:X1; R1 :B—Axl; A51 :Rl,

por lo que tendremos:
T =x9=1x1+01.

El paso siguiente es obtener Ra y 2, en forma anéloga a d;. En consecuencia, tendremos
que
X3 = Xg + 02 = X1 + 01 + 02 = X + 01 + do.

Si generalizamos, tenemos que la solucion «exacta» se puede obtener con la expresion

n—oo

x=%+ Y 4, (3.28)
i=1

es decir, que a la solucién aproximada le sumamos todos los «errores» para obtener la solucién
«exacta». Por supuesto, es imposible efectuar infinitas iteraciones, por lo que es imprescindible
establecer algtn criterio de corte. Un criterio puede ser cortar las iteraciones cuando ||Ry|| < Tol,
pero vimos que esto no asegura que el error sea pequeno. Otro criterio, tal vez més acertado,
es interrumpir las iteraciones o calculos cuando ||0x|| < Tol, que tiene en cuenta el error de x.
Usualmente, el criterio de interrupcion se refiere a la norma infinita: ||dx| . < Tol. (Algunos
autores, en funcion de la potencia de célculo actual, admiten la posibilidad de trabajar con todos
los componentes de X.)

Este procedimiento que obtiene la solucién de nuestro sistema sumando los errores, se
conoce como Método del Refinamiento Iterativo de la Solucidn y ha cobrado gran desarrollo
en los ultimos anos, pues pueden obtenerse buenos resultados con matrices mal condicionadas.
Suele decirse que para obtener una buena solucion, los sistemas Ad; = R; deben resolverse con
mayor precision que el sistema original. Si hemos resuelto el sistema Ax = B en simple precision,
entonces debe usarse doble precisiéon para resolver cada uno de estos sistemas. Esto no es del
todo cierto, ya que pueden obtenerse buenos resultados usando la misma precision, tal como ha
demostrado N. Higham (véase [11]). Pero existe otra cuestion. ;Cuando conviene aplicar este
método?

Supongamos (una vez méas) que obtenemos la aproximacion x. Con esta solucion, podemos
obtener el vector residuo mediante

R; =B - Ax.

Si realizamos los calculos utilizando una precision de t digitos, podemos demostrar que
IR ~ 107" [|A] 1] (3.29)

Para saber si el método es convergente, podemos obtener una aproximacién o estimacion
del nidmero de condicion de A. Para ello vamos a obtener el vector d; segin vimos arriba, es
decir, haciendo

Aé =R,

Entonces, podemos escribir lo siguiente:
[[01]]
[[01]]

%

Il — % = A7 R < A7 R ~ [[ A~ (107" A %])
1071 %] 5(A), (330)

%
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con lo cual podemos estimar x(A) mediante

10%. (3.31)

Como hemos dicho, este método permite obtener buenos resultados inclusive con matrices
mal condicionadas. Sin embargo, si k(A) > 10!, el sistema est4 tan mal condicionado que debe
modificarse la precision original usada en la obtencién de X para obtener un resultado aproximado
aceptable.

3.9. Errores de los métodos directos

Hemos visto que el hecho de obtener un vector residuo pequenio no es garantia para
inferir que el resultado obtenido tiene un error también pequeno. Analicemos el sistema en una
forma més detallada. Supongamos ahora que tanto la matriz A como el vector B tienen pequenas
perturbaciones que llamaremos 0 A y §B respectivamente, y que nuestra soluciéon sea X. Entonces

tendremos:
(A+J0A)x =B+ IB. (3.32)
Podemos escribir que
Ax +JAx =B+ IB. (3.33)
Sabemos que x = X + dx, por lo tanto podemos escribir:
A(x —0x) + 0A(x — dx) = B + B, (3.34)
Ax — Aéx + 6Ax — 0Adx = B+ /B. (3.35)

Si despreciamos §Adx, tendremos
Ax + Aéx — 6Ax =B + 0B, (3.36)
Adx — 0Ax =B, (3.37)
Adx = 6B + IAx, (3.38)
ox = A"'6B + A 15Ax. (3.39)
Si tomamos normas a ambos lados tendremos:
lox]| < [[A=H[ [|6B] + || A= loA ] [1x]l (3.40)

y como ademas tenemos que ||B|| < ||A|||x|, entonces podemos dividir todo de manera de
obtener:

lox|| _ [[ATM[leBI | [ATT][ISAll 1]

< : (3.41)
Al B (A I]
[A~M[leBl [[A~][lI5A]
< n . (3.42)
B Al
Si multiplicamos por ||A| tendremos que:
lox| _ A~ A 1 Al
< 0B + [|[A7 || |0A]| (3.43)
EIREL] [A oA
16 o (1I5Bl |I5A]
T = dsa) (g + (844
—_——
cond(A)
[[0x|| <||5B|| ||5A||>
— < cond(A) | ==+ + T (3.45)
]l Bl [JA]l
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Podemos ver que para que los errores de x sean pequenos no basta con que 0B y JA
sean pequenos (es decir, que los errores inherentes sean pequenos), sino que es necesario que el
namero de condicion de A (cond(A)) sea cercano a 1.

Analicemos ahora los errores de redondeo. Vamos a buscar una cota de estos errores.
Supongamos que aplicamos el método de factorizacién LU para resolver el sistema. Si suponemos
que solamente se producen errores de redondeo, entonces tendremos en realidad que

LU = A + A,

donde JA son las perturbaciones producidas por los errores de redondeo al obtener L y U.
Entonces, nuestro sistema queda como:

(A+0A)(z—0x)=B (3.46)
Ax — Aix+ 0Ax — Aix =B (3.47)
Adx = A (x — Ix). (3.48)
por lo tanto,
6x = A 10A (x — 0x%). (3.49)
Si tomamos la norma infinito tenemos
ol < [[A7Y] . 19A . x — bx].. (3.50)
. 5A|
< A AT 1~ b, Dot (351)
H Hoo IA]l
10A o
10x[lo < K(A) flx = 0[] o Trm>® (3.52)
RN [P
at
Se puede demostrar que [|§A|[|, < 1,01(n? +3n?)p || Al pt, donde p = méx HA’]‘ , I es
la dimensién de la matriz A y p es la unidad de maquina; entonces tenemos que =
[[0x| [ox]| 3., a2
X % < k(A)L,01(n° + 3n°)p p, (3.53)
x=oxll,  lIxll
y entonces definimos el error total para los métodos directos como
16| 16Bllo | I9A] 3, a2
® < k(A) = % +1,01(n” 4 3n%)p p| . (3.54)
1%/l Bl 1Al

Podemos ver que si la matriz es de grandes dimensiones, comienzan a tener gran incidencia
los errores de redondeo, con lo cual el sistema puede volverse inestable si k(A) > 1, ademas de
mal condicionado.

3.10. Meétodos iterativos

Hasta ahora hemos estudiado los llamados métodos directos para resolver sistemas de
ecuaciones lineales. Son llamados de esta forma porque el algoritmo tiene una cantidad conocida
(«finita») de pasos y los resultados que obtenemos al aplicarlos deberian ser exactos, salvo por
el error de redondeo, aunque vimos que esto no siempre es asi. Estos métodos se suelen usar con
matrices densas o casi llenas, como por ejemplo las surgidas del anélisis matricial de estructuras
planas, las cuales tienen muchos coeficientes distintos de cero (a;; # 0).

Pero existen muchos otros problemas en los cuales el sistema de ecuaciones tiene una
matriz A que no es densa, sino por el contrario, es rala, es decir, tiene muchos coeficientes nulos,
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como es el caso del analisis estructural en tres dimensiones. Entonces trabajar con los métodos
directos se vuelve muy poco practico, pues debemos hacer muchas operaciones con coeficientes
nulos y, lo que es peor, muchas veces transformar un coeficiente nulo en otro no nulo, incorporando
un error que antes no existia. Es por eso que se han desarrollado métodos que tienen en cuenta
este tipo de matrices. Son los métodos denominados iterativos.

En estos métodos, la solucién la obtenemos a partir de una solucién inicial, la cual se
va corrigiendo en sucesivas iteraciones hasta obtener la soluciéon «correcta», de ahi el nombre
de iterativos. En principio, podernos suponer que la cantidad de iteraciones es «infinita», es
decir, que la solucién exacta la obtenemos luego de infinitas iteraciones. Como efectuar esto es
imposible, lo que se hace es iterar hasta que la solucién esté dentro de las tolerancias impuestas.

Para analizar estos métodos partamos de definirlos en forma matricial. Sabemos que
nuestro sistema se expresa como

A x =B,

0, lo que es lo mismo, como

B-Ax=0. (3.55)

En consecuencia, podemos sumar en ambos miembros M x sin cambiar la igualdad. Nos queda
que

Mx=Mx-Ax+B=Mx=(M-A)x+B. (3.56)
Si despejamos x de la expresiéon anterior, nos queda:
x=M"'1M-A)z+M B, (3.57)
que puede escribirse como
x=M'M-M'A)x+M 'B=(I-M"'A)x+M'B, (3.58)

a partir del cual se puede obtener el método iterativo para resolver un sistema de ecuaciones,
que toma la siguiente forma:

x" = (I-M'A)x™ + M™'B, (3.59)

donde n es la iteracion.
La expresiéon anterior puede escribirse en forma general como

xmHh) = T x4 C, (3.60)
donde
T=I-M'A y C=M'B.

Con esta tltima expresion podemos definir dos tipos de métodos iterativos: los estacio-
narios, aquellos en los que T y C no sufren modificaciones durante las iteraciones, y los no
estacionarios, aquellos en los que los valores de T y C dependen de la iteracion.

3.10.1. Meétodos estacionarios

Como hemos visto, los métodos iterativos estacionarios son aquellos en los que T y C son
nvariantes, es decir, permanecen constantes en las sucesivas iteraciones necesarias para hallar
la solucién.
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Supongamos por un momento que conocemos nuestra soluciéon «exactay X. Entonces
podemos decir que:

% = x(MtD) 4 glntl)
(D) | glntl) _p (X<n> I e<n>) L C

S——— .

x(n+1)
) gt ) bt ) o)

et — e,
De la tltima expresiéon podemos deducir que:
et = Te =TTen D =T2en ) = | =Tt (3.62)
expresion que nos indica que para que un método iterativo estacionario sea convergente se debe
cumplir que || T|| < 1, y que ||T|| < 1 para que la convergencia sea rapida.
Método de Jacobi

El método estacionario més sencillo es el Método de Jacobi. Podemos descomponer A
como A = L + D + U. Este método es el que define M = D, y por lo tanto, nuestra ecuaciéon
quedara como:

x" = (1-D'A)x™ + D 'B
=[I-DYL+D+U)]2"+D'B

—I-D'D-D ' (L+U)x™+D'B (3.63)
I

) — p-1 [B — (L+ U)x<">] ,

donde L, D y U son:

0 0 0 aii 0 0 0 a9 alm

| a21 0 0 . 0 a9 0 I R

L D= y U=, 0 Gm1m
Am 1 Amm—1 0 0 0 Amm 0 0 0

En su forma tradicional este método se expresa como:

i—1 n
bi— > aijay” = 37 aijef”
x{n—i—l) _ j=1 j=i+1 . (3.64)

? ..
Qi g

FEn si, el método consiste en suponer una solucién inicial, generalmente el vector nulo
(x = [0]), e iterar hasta obtener la solucion, usando siempre el vector obtenido en el paso
anterior. Para analizar la convergencia, debemos recordar algunas definiciones.

Definicion 3.9. Una matriz A se denomina diagonal dominante si se cumple que

n
laiil = > laij] .
j=1

J#i
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Definicion 3.10. Una matriz A se denomina estrictamente diagonal dominante si se cumple

n
Jaiil > > laij]-
j=1

G

que

Definiciéon 3.11. Una matriz A se denomina diagonal dominante en forma irreductible si se

n

jaiil > Y laijl,
j=1
J#i

para i =1;2;...;n y en al menos una fila que

n
lakk > ) lak;!.

J=1
iFk

cumple que

El Método de Jacobi converge rapidamente si la matriz A es estrictamente diagonal domi-
nante, como se vera més adelante. En cambio, la convergencia es lenta si la matriz A es cualquiera
de las otras dos. Finalmente, si la matriz A no cumple con ninguna de las definiciones anteriores,
el método de Jacobi no converge.

Método de Gauss-Seidel

El Método de Jacobi es de convergencia muy lenta. Para mejorar esta velocidad de conver-
gencia, imaginemos que usamos parte de los resultados ya obtenidos para obtener los siguientes,
es decir, obtener el x; aprovechando los x; para j < i. Este método se conoce como Método de
Gauss-Seidel y resulta de definir M = D 4 L. Desarrollemos la expresion final sabiendo que
M x" D = M x™ — A x{™ 4 B:

(D +L)x"*Y = [(D+L) - A]x™ + B
= [(D+L)- (L+D+U)x™ +B
—[D+L-L-D-U]x™+B

D x{") = B - Lx"D —Uxi =
x(m+l) = p-1 [B _Lxm) _u x<">} .
En su forma tradicional el método se escribe de la siguiente manera:
i—1 n
1
b= > ey = 3 aija”
gt - 7= =il . (3.66)

Qi

En principio, los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel convergen cuando la matriz A es
estrictamente diagonal dominante. Mas adelante se analizara en detalle la convergencia de los
métodos iterativos estacionarios. Pero es cierto que generalmente el método de Gauss-Seidel es
mejor (converge més rapido) que el método de Jacobi. Sin embargo, hay casos en los cuales el
método de Jacobi converge y el de Gauss-Seidel no, y casos en los cuales el método de Jacobi no
converge y el de Gauss-Seidel si.

Revision: 11,/2021 Resumen de las Clases Tedricas - Pag. 71 -



3.10. Métodos iterativos Analisis Numérico

Método de las sobrerrelajaciones sucesivas (SOR)

Si bien Gauss-Seidel es més rapido que Jacobi, la velocidad de convergencia no es muy
buena. Busquemos algiin método que nos mejore esta velocidad. Partamos nuevamente de la
expresion general M x{tD = M x{™ — A x(" +B. Si reordenamos un poco la expresién tenemos:

Mx™ D = M x™ + B - A x(™ =M x™ + R<n>, (3.67)
(n)
R n

que podemos escribir también como

xm ) = M Mx™ + MR = xM + MTTR™M, (3.68)
I

La idea es buscar una matriz M que nos mejore la velocidad de convergencia. Supon-

gamos, entonces, que tomamos M = L + —D. Si partimos de la expresiéon conocida tenemos
w
que:

<1D + L) e = |

(3.69)
1

)ngm_uﬂmé

xww:_w<1_1>D4DXW+m@—ﬁB_LXWHt_UXW]
v I

=(1-wx™ +wD™! [B ~Lx"h —u x<”>}

n+1) >n+1)'

x! = (1 —w)x™ + WX
Este método se conoce como Método de las Sobrerrelajaciones Sucesivas (o SOR por sus

siglas en inglés), y pondera el x(™ con el x(" 1 obtenido con el Método de Gauss-Seidel, tomando

como factor de ponderacién el coeficiente w. En su forma tradicional se suele escribir como:

i—1 n
n+1 n
bi =Y aijay ™ = 37 aial”
g — (1-— w)x<n> +w =l =t . (3.70)

7 7
Qi 4

En este método la velocidad de convergencia esta dada por el w. Se puede asegurar que
existe un valor que hace maxima la velocidad de convergencia para un sistema dado, que puede
ser estimado conociendo el radio espectral de la matriz del Método de Jacobi. Si observamos con
detenimiento veremos que el Método de Gauss-Seidel es un caso especial del SOR, pues surge de
tomar w = 1. En efecto, si w = 1 tenemos:

- Pag. 72 - Resumen de las Clases Tedricas Revision: 11/2021



Analisis Numeérico 3. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES Y NO LINEALES

1—1 n

Z (n+1) (n)
bi — a,-jxj — Z aijxj

j=1 j=i+1

2 = (1 - 1) 4
Q4

i—1 n
(n+1) (n)
bi— D i = Y aia;
j=1 Jj=i+1

(3.71)

Qi
que es el Método de Gauss-Seidel.

En realidad, al imponer que 0 < w < 2 existen dos métodos: cuando 0 < w < 1, estamos en
presencia de un método de sub-relajacion, también conocido como Método de Jacobi Modificado,
en tanto que cuando 1 < w < 2, se trata de un método de Sobrerrelajacion propiamente dicho.
En general, estos métodos convergen mucho mas rapido que los otros dos, y puede decirse que

cuando Gauss-Seidel no converge, utilizando un w < 1 se logra una mejor convergencia que con
el Método d e Jacobi.

Criterios de interrupcion

Hasta acd hemos visto los distintos métodos iterativos estacionarios més tradicionales que
se aplican para resolver sistemas de ecuaciones lineales. Pero no hemos analizado los criterios
para interrumpir dichas iteraciones. Dado que los métodos convergen a una solucién cuando
n — 00, es decir, que se debe dar que x — x{™ = 0 cuando n — oo, entonces podemos tomar
como criterios para interrumpir las iteraciones, que x — x{" < Tol, siendo Tol una valor definido
arbitrariamente, generalmente relacionado con la precision utilizada (u). Existen varios criterios
que pueden aplicarse. Estos son:

1. Que la norma infinita del vector r{® sea menor a la tolerancia, esto es:

Hr<"> < Tol. (3.72)

[e.9]

2. Que la norma infinita del error absoluto entre dos soluciones sucesivas de x sea menor a la
tolerancia, es decir, que:

Hx<"> - x<"*1>H < Tol. (3.73)

o0

3. Que la norma infinita del error relativo entre dos soluciones sucesivas sea menor a la

tolerancia, o sea:
e o)

(S

= < Tol. (3.74)

El mejor de los criterios es ultimo, pues hemos visto que es el error relativo el que mejor
representa la incidencia del error en los resultados.
Sin embargo, debemos recordar del analisis de la cota de error para los métodos directos

que

_ IR
< |ATH] 1A 1B

expresion que puede ampliarse al caso de un método iterativo como

I — x|
[l

[+ — x) . IR/
< ||A Al —
[+ — x]) IR| _
TG < R(A)m ~ k(A) Tol.
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con lo cual debemos cuidarnos al momento de elegir la tolerancia cuando aplicamos un método
iterativo. Queda evidente que cuando la matriz tiende a ser mal condicionada, la tolerancia debe
ser maés chica.

3.10.2. Convergencia de los métodos estacionarios

Hemos dicho que los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel convergen para matrices A es-
trictamente diagonal dominantes. Los siguientes teoremas aseguran la convergencia de ambos
métodos.

Teorema 3.3. Si A es una matriz de n X n, entonces se cumple que:
1/2
L [|Ally = [p (ATA)].

2. p(A) < ||A||, para toda norma natural.

Teorema 3.4. Si la matriz A es estrictamente diagonal dominante, entonces con cualquier
eleccién de x<0>, tanto el Método de Jacobi como el de Gauss-Seidel dan las sucesiones {x<k>}zozo
que convergen a una unica solucion del sistema A x = B.

Teorema 3.5. Si a;; < 0 para cada @ # j, y si a;; > 0 para cada 7 = 1;2;...;n, entonces sera
valida una y sélo una de las siguientes afirmaciones:

1. 0<p(Tg) < p(Ty) < 1;
2. 1< p(Ty) < p(Te);
3. p(Ty) = p(Tg)

4. p(Ty) = p(Tg) = L;

donde T es la matriz de Jacobi, y T es la matriz de Gauss-Seidel.

0;

Para analizar la convergencia del método de las sobrerrelajaciones sucesivas se deben
tener en cuenta estos otros teoremas.

Teorema 3.6. Para cualquier x(9 € R, la sucesion {x<k> }:O:o definida por
xFH) — x4 C, para cada k > 1,

converge en la soluciéon unica de x = T'x 4 C si y solo si p(T) < 1.

Este teorema nos dice que cualquier método iterativo converge cuando el radio espectral
de la matriz T es menor a 1, tal como vimos al comenzar. Recordemos que la definiciéon del radio
espectral de una matriz A cualquiera es

p(A) = méx |, (3.75)

donde A es un autovalor de A. En efecto, habiamos dicho que para que cualquier método iterativo
sea convergente, se debia cumplir que || T|| < 1. Como p(T) < ||T| < 1, si los modulos de los
autovalores de T son menores que 1, entonces los método convergen a la soluciéon buscada.

Teorema 3.7. Si A es una matriz definida positiva y si 0 < w < 2, entonces el Método SOR
converge para cualquier eleccion del vector aproximado x(9).

Este teorema lo podemos aplicar también al Método de Gauss-Seidel. Efectivamente,
puesto que cuando w = 1, el Método SOR resulta ser el de Gauss-Seidel, y como el teorema
3.7 asegura la convergencia del Método SOR para cualquier vector inicial cuando 0 < w < 2,
entonces asegura también la convergencia del Método de Gauss-Seidel cuando la matriz A es
definida positiva. Este teorema puede ampliarse a matrices simétricas definidas positivas.
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Teorema 3.8. Si A es una matriz definida positiva y tridiagonal, entonces p(T¢q) = [p(T))* <
1, y la eleccion 6ptima de w para el Método SOR es

w= 2 . (3.76)

1+4/1—[p(T,))?

Este ultimo vincula los autovalores de la matriz T, es decir la matriz T del Método de
Jacobi, con el valor de w. Aunque se refiere a una matriz tridiagonal, es posible ver que cuanto
menor sea el valor de p(T ;) mas se acerca w a 1. (Si p(T;)? es mayor que uno, entonces no hay
un w real que haga convergente al método.)

3.10.3. Meétodos no estacionarios

Vimos en el punto anterior los métodos estacionarios, aquellos en los cuales las matrices
T y C se mantienen invariantes en las sucesivas iteraciones. Existen otros métodos en los cuales
estas dos matrices si se van modificando en las sucesivas iteraciones. Son los llamados métodos
no estacionarios.

Supongamos que en nuestra expresion general definimos que M = éI. Si reemplazamos

obtenemos:
xH) = (I - al-A)x® 4 ol - B,
= x4 q (B ~A. x<i>) , (3.77)
= x4 aR®,
Tenemos ahora un método iterativo que depende de un parametro « para ir corrigiendo
el vector solucién. Nos falta definir ese parametro. Pero también depende de otro vector, el ya
visto restduo. Por lo tanto tenemos dos elementos que podemos manejar para obtener una mejor

aproximacion. Veremos a continuacién algunos de los métodos no estacionarios més sencillos que
han servido de base para el desarrollo de los més modernos y complejos.

Meétodo de los residuos minimos

Una primera aproximacion para esta expresion es buscar que el vector R*D sea minimo
en cada iteracion. De esta manera siempre tenderemos a la solucién del sistema, pues el ideal
es que sea nulo. Una forma de obtener el minimo es minimizar la norma euclidea, es decir, el
médulo de R+, Partamos precisamente de la definicion del modulo:

HRWFDHQ - HB_A.XWFDHQ' (3.78)

Si lo elevamos al cuadrado tenemos

R R}
O, o7
RO+DT RO+ :B A (X<z'> n aR<z’>)]T . [B A (X<z'> L aR<i>)] .

Como queremos minimizar el médulo de R+ 1o mismo es minimizar el cuadrado del
modulo. Para ello vamos a derivar la tltima expresion respecto de «, que es nuestro parametro,
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y lo igualaremos a cero. Asi tenemos que:

0

o (A.Rm)T . [B_A.Xm —aA-R<i>]

<A.R<z‘>>T . [R<z‘> _ aA.R@} 0

(A.R<i>)T RO — 4 (A,R@)T ARD - (3.80)

(A.R<i>)T R
(A.R(i))T ARG

Este coeficiente «; nos asegura que el residuo sea minimo. Asi nuestro esquema iterativo
queda de la siguiente forma:

RO =B - A.x®
(A.R<i>)T R

.= 3.81
YT (ARG ARY &80
=X

X+

O 4 a; RO,

Este método es convergente si la matriz A es simétrica definida positiva °, pues de lo
contrario no obtendremos un minimo. (En [16] puede verse una demostracion de esta afirmacion.)
Existe un segundo algoritmo que tiene la siguiente forma:

RO =B - A.x0

B (A.R<z’>)T R
(A-R®)T . A-RO (3.82)

(2

K+ = 5@ 4, RO
RO — RO _ o, AR,

En ambos algoritmos las iteraciones finalizan cuando RO*D < Tol, pues R™ = 0 para
n — oo.

Meétodo del descenso mas rapido

Un segundo método no estacionario es el denominado Método del descenso mds rapido.
Este método mejora la aproximaciéon obtenida en el punto anterior. Para poder deducirlo antes
necesitamos recordar qué es una forma cuadréatica.

Forma cuadratica: Es una funcién vectorial que se expresa como:

1
Fx) =5 x"Ax-B'x+C, (3.83)
similar a una ecuaciéon de segundo grado en el campo escalar, donde A es una matriz, x y B
son vectores y C' es una constante (escalar). La figura 3.1 ilustra una forma cuadratica en dos
dimensiones.

5 Algunos autores sblo exigen que la matriz A sea definida positiva.
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Figura 3.1: Forma cuadrdtica en dos dimensiones.

Supongamos ahora que queremos hallar el minimo (o méaximo) de esta funcion. Entonces
debemos obtener su derivada e igualarla a cero, es decir, hacer que:

d f(x)
dx

1 1
ziA%+§Ax—B=0 (3.84)

Si A es una matriz simétrica entonces A = AT, y podemos escribir:

d f(x)
dx

—Ax-B=0, (3.85)

que no es otra cosa que nuestro sistema de ecuaciones lineales original. Si ademéas A es definida
positiva, nos aseguramos que la soluciéon que se obtenga haga minima a la forma cuadratica. En
consecuencia, para aplicar este método, la matriz A también debe ser simétrica definida positiva.

Recordemos también qué es el gradiente de una funciéon vectorial. Para una funcion f(x)

el gradiente se expresa como:
[of(x)7
o1

= Fx) = | B (3.86)

N

97 (x)

L Oz, 4

El gradiente nos da una idea de la «pendiente» o del crecimiento de la forma cuadratica,
que también podemos representar como un plano normal a dicho vector gradiente (figura 3.2).

Si queremos hallar el valor minimo de la funcién f(x) partiendo de una solucion inicial,
lo ideal serfa utilizar estas direcciones de mayor crecimiento pero en sentido inverso, es decir,
usar — f’(x), que puede escribirse como:

—f(x)=B—-Ax. (3.87)
Pero como estamos iterando, tenemos en realidad que:

') =B - Ax" =R, (3.88)
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Figura 3.2: Forma cuadrdtica y plano tangente.

que resulta ser el residuo. En consecuencia, el residuo no es otra cosa que la direccién descendente
més empinada para llegar al minimo, o sea, la del descenso mds rdpido. Como partimos de un
vector inicial, lo que nos interesa es obtener un coeficiente o que optimice cada paso utilizando la
direccién mas empinada y asi obtener una aproximacion ¢+ 1 més cercana a la solucién «exactay.
Para ello partamos de la expresién general

xH) = x4 R, (3.89)
Para obtener el o, minimizaremos la forma cuadratica. Asi tenemos que:

df(x(i—i—l))
do

T dx(i+1>

_qt (i+1)
pexn T

_ f/(x(i+1))T,R(i> =0, (3.90)

lo que equivale a decir que el residuo y el gradiente son ortogonales. Como ademas sabemos que
R+ = — #/(x0+1) | entonces tenemos:

_REFDT RO —
. T .
(B _ A.x<z+1>) R® —p

[B A <x<i> oy R<i>)r R =0

(B_A_Xw)T RO _q (A.Rm)T R =0 (3.91)
(B _ A.X<z>>T RO = q (A.R<z>) R
ROT. RO = o,RDT . A RO
RO . R
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Asi, nuestro nuevo algoritmo es:

R =B - Ax{?,

ROT.RO

ROT. ARG’ (3.92)
XD = 560 4 R,

oy =

RO — RO _ 0, A RO,

El criterio para interrumpir las iteraciones es el mismo que el aplicado para el método de
los residuos minimos.

Método de los Gradientes Conjugados

El método anterior es una mejora notable al método de los residuos minimos. No sélo
mejora la velocidad de convergencia sino que reduce la cantidad de operaciones. Sin embargo
tiene una desventaja importante: suele usar varias veces la misma direcciéon de acercamiento.
Esto significa que no utiliza bien las direcciones mas empinadas. Veamos por qué.

Vimos que el vector residuo es el gradiente de nuestra forma cuadratica. Analicemos la
figura 3.2 mas en detalle. El gradiente lo hemos representado con un plano que pasa por un
punto cuya «inclinacién» nos da una idea del crecimiento (decrecimiento) en ese punto. Pero
en realidad lo que tenemos son varias direcciones posibles que descienden rapidamente hacia el
minimo. El Método del Descenso Mas Réapido s6lo exige que los residuos sean ortogonales, pero
no se ocupa de las direcciones con las cuales se aproxima al siguiente resultado, con lo cual puede
repetir cualquier direccion en el proceso iterativo hasta obtener la solucion. Asi pierde eficiencia.

La forma maés rapida de llegar seria usar direcciones que no se repitan durante el proceso
de descenso. ;Cudl seria el conjunto de direcciones que harian méas rapido ese descenso? La
respuesta es: tomemos un conjunto de direcciones d©,d® ... d(®=1 tales que sean ortogonales
entre si, o sea que se cumpla que:

d® .4 =, para i # j.
Entonces nuestra expresion inicial seréa
xH) = x4 0 d®, (3.93)

en lugar de la utilizada en los métodos vistos previamente.
Como hemos definido que las direcciones que aproximan nuestra solucién son ortogonales,
entonces también el error e{™t1) deberia ser ortogonal, es decir, se deberfa cumplir que:

»>T

o

amt. (e<z'> ¥ o d<z‘>) —0

ARG T G
di" e = _q, a®" . q®
dmT . )
TR AT
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Sin embargo, este algoritmo no es muy util pues debemos conocer el error que estamos
cometiendo para obtener el coeficiente ;. Y si conocemos et conocemos la solucién y no
tendria sentido obtener el coeficiente a.

En lugar de proponer que el error sea ortogonal a la direccién, vamos a proponer que las
direcciones sean conjugadas, también llamadas direcciones ortogonales por A. j Qué significa esto?
Supongamos por un momento que trabajamos sobre una superficie esférica similar a un globo, y
dibujamos sobre ésta dos lineas que sean ortogonales, como lo son, un meridiano y un paralelo.
Si deformamos nuestro globo de manera que deje de ser esférico y se convierta en un elipsoide de
revolucion, las dos lineas se cortarén, pero no serdn ortogonales. Si volvemos a transformar ese
globo deformado en una esfera otra vez, dichas lineas volveran a ser ortogonales. Las direcciones
en el elipsoide se denominan conjugadas.

La idea del método es partir de la situaciéon del elipsoide, transformar los vectores de
forma de llevarlos a la esfera, obtener alli las direcciones ortogonales y luego trabajar nuevamente
en el elipsoide. De esa forma, las direcciones seran ortogonales en la superficie de la esfera, y
conjugadas en el elipsoide. (Otro ejemplo en ese mismo sentido seria proyectar la esfera sobre un
plano, préactica comtn de la cartografia.)

Para obtener nuestro nuevo algoritmo, vamos a proponer que la direccién d® sea ortogo-
nal a RO algo que surge de minimizar el gradiente pues

i+1 i+1
47" (j ) _ F T dxci o F(xENT . a® =, (3.95)
(07 « R
_RGE+1HT
y podemos plantear lo siguiente:
—_a@T R = g

AT A el ) —
a®’ . A (e<z‘> Foa d<z‘>) -0

AT A e® 4o, d?T AL a® =0

40T A e = a0, A (3.9
dOT. A el
M0 Al
. aoT R

dOT . A.ql

Con este coeficiente a; nos aseguramos que nuestro método va aproximando la soluciéon
mediante direcciones conjugadas. Pero nos faltan hallar estas direcciones. ;Cémo las obtenemos?
La forma mas sencilla es aplicar el método de Gram-Schmidt para ortogonalizar vectores. En
este caso lo que haremos es obtener vectores conjugados a partir de un vector inicial, por lo que
la férmula de Gram-Schmidt queda de la siguiente forma:

i—1
A% =u® +3"p;;4-d9, (3.97)
§=0
y el coeficiente ;; lo obtenemos mediante:
ORI ()
Bij = _u'T—', (3.98)
diH* . A4
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siendo u{ el vector a partir del cual obtenemos las direcciones conjugadas (ortogonales por A).
(Véase [17].)
Nos falta definir el vector u®. Si proponemos al vector R® tendremos que:
d®" RO — RO RO, (3.99)
y entonces, obtendremos lo siguiente:
3 ROT.A.q)
Y ant Aam
Ahora vamos a obtener el 3;; para poder encontrar nuestras direcciones conjugadas. Asi,
tenemos que:

(3.100)

RO RO = ROT RO — ;RO ARV
RO A RO = ROT R - ROT RO
1 RoT RO sii=j
ROT.A.RY) — o, (3.101)
_7R<j+1>T RUTD gij=j41
Qj

1 RUDTRG+D)
Pie1s = a; d0TA.qv)

Antes hemos obtenido que:

»HT . RrG) 1 N7 A
o= BY 1 _dF AdF (3.102)
A . A .4y Q; dn' R

por lo tanto, finalmente tendremos que:

AT A.q0 RV . RU+Y RO . RUHY  RUEDT . RGHD

A = = , 3.103
Pl = T GT R 40T A.dD) 40T RO RO RO (3.103)
pues hemos visto que d?T . RU = RO R, Simplificando la notacién tenemos:
RUDTRG+D)
Bjt1 = ——F7—— (3.104)
R&' .RW

Con este tltimo coeficiente, y unificando todo en el indice i, tenemos el algoritmo para
el Método de los Gradientes Conjugados:

d9 —RO —B_- A.x©®
ROT.RG)
doT. A .46
X = 5 4 q.d

oy =

. A . (3.105)
ROTD = R® — ;A -d®

RE+DT  RG+D)

b = =T RO

d(i+1> — R<i+1> + Bl+ld<z>

Este método es muy poderoso y converge muy rapidamente, salvo por la apariciéon de
los errores de redondeo en las operaciones, lo que hace que no siempre el producto interno sea
nulo. Mas adelante se veran algunas caracteristicas sobre la convergencia que lo convierten en
uno de los métodos iterativos para sistemas de ecuaciones lineales ralos con matrices simétricas
definidas positivas.
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3.10.4. Convergencia de los métodos no estacionarios

Analizaremos brevemente la convergencia de los métodos no estacionarios. En primer
lugar nos ocuparemos rapidamente del método de los residuos minimos, y luego de los otros dos
métodos.

Método de los residuos minimos

Ya habiamos dicho que para garantizar la convergencia de este método, la matriz A debe
ser definida positiva. El siguiente teorema demuestra esta afirmacion.

Teorema 3.9. Sea A una matriz definida positiva y sea

A+ AT
K= Amin (2> ; 0= ”AHQ’

entonces el vector R+ generado por el método de los residuos minimos satisface la relacion

Y

/
R, < (1-12) " [me)

y el algoritmo correspondiente converge para cualquier valor inicial de x(.

La demostracion de este teorema puede verse en [15].

Meétodo del descenso mas rapido

Para el anélisis de la convergencia de este método (y el de los gradientes conjugados) nos
basaremos en el estudio de los autovalores y autovectores de la matriz A.

Supongamos que el vector e{” sea un autovector asociado a un autovalor \.. Entonces el
residuo se puede escribir como:

R = —Aeld = — ).l (3.106)

por lo tanto, es también un autovector.
De la misma forma podemos obtener e/t pues es:

, O - SORN . RO ,
— el 4 RT—RR@> — el 4 —TR (—Aee@) =0. (3.107)
R&E" . A-R® 2RO RO

&li+1)

Si uno elige a; = A, jbasta con una iteracién para obtener el resultado «exacto»! Pero
en realidad, debemos expresar e” como una combinacién lineal de autovectores, es decir,

o =3 gvl, (3.108)
j=1
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donde los v} son vectores ortonormales (elegidos asi por conveniencia), y los &; son las longitudes
de cada vector. Entonces nos queda

RO = _A.ed = _ ij)\j‘,(j)
j=1

He<i> 2 _ o7 o) — e
J
o7 Aol = ijva doeavI =362, (3.109)
J j j
HR(@ T_ROTRO =Y g2
J

ROT. A RO = S
J

Esta altima expresion la obtenemos al tener en cuenta que el R® también se puede

expresar como la combinacion lineal de autovectores, y que su longitud es —&;A;. Si volvemos a
la expresion del vector e 1) tenemos:

Z 5]2)\]2
, , O R . - .
elith) — o) 4 %R@ =elhy L RO (3.110)
ROT.A.R® PRI
J

. 1
que nos muestra que o; es un promedio ponderado de —.

J
Para analizar la convergencia en forma méas general vamos a definir primero la norma

energética |le]| , = (e - A -e) 2 Con esta norma tenemos:

el 2 —eliHDT A L gliHD)
|1,

= (e<i>T + a,-R@T) A (e<i> + aiR@)
—e®" . A e 420, ROT A e + 02RO ALRD
2 ROT.RO
2
A TROT.ARG
ROT.RO
ROT.A RO

-

{_RmT . R<z‘>} I

] RO AR

(3.111)
ol [R<z‘>T.R<i>}2
He Z A ROT. AR
ol 1o Z99)

X e

(T
DEN DY &N
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Esto quiere decir que el error de la iteracion ¢ + 1 es funcién de los autovalores de A.
Como lo que interesa es un limite superior del error, y no el error en si mismo, si definimos que

Amax
K= (3.112)
Arnl'n
se puede demostrar que
k—1
= — 3.113
YT RT1 ( )
con lo cual tenemos que '
(2
He<i> < (ﬁ 1) He<0>H . (3.114)
A k+1 A

(La demostracion indicada se puede ver en [17].)

Método de los gradientes conjugados

Para el método de los gradientes conjugados vale el mismo desarrollo hecho para el
descenso mas rapido, pero con una leve modificacion se llega a que

(=,

Podemos decir que el método converge mas rapido que el método del descenso més répido,
pues en el primero la convergencia depende de /k, mientras que en el segundo depende de
k. Puesto que k es equivalente a la condicion de A, finalmente tenemos que una matriz bien
condicionada converge rapidamente a la solucién, en tanto que no lo hace si est4 mal condicionada.
Por esta razon, este método rara vez se aplica directamente sobre el sistema A x = B, sino que se
precondiciona a la matriz A con una matriz N, formando el sistema N7 A x = N”B de manera
tal que N7 A suele tener un ntimero de condicién mucho menor que A.

Por otra parte, si la matriz esta bien condicionada, el método de los gradientes conjugados
converge luego de n iteraciones. Es mas, si no hubieran problemas derivados de la representacion
numérica en las computadoras, el método convergeria después de k iteraciones, siendo k el ntimero
de autovalores no repetidos de A. (Ver en [15] y [17].)

2

3.10.5. Aspectos computacionales

En general, obtener una solucién eficiente de un sistema de ecuaciones lineales por medio
de métodos iterativos depende fuertemente de la eleccién del método. Si bien podemos esperar
una menor eficiencia de estos métodos respecto de los métodos directos, los métodos iterativos
suelen ser mas faciles de implementar y, como no hay que factorizar la matriz, permiten resolver
sistemas mucho més grandes que los directos.

Como resumen de los métodos vistos, tenemos lo siguiente:

1. Método de Jacobi: Muy facil de usar, pero sélo converge si la matriz es estrictamente
diagonal dominante. Actualmente sélo se lo considera como una forma de introduccién a
los métodos iterativos.

2. Método de Gauss-Seidel: Converge mas rapido que el de Jacobi, pero no puede competir
con los métodos no estacionarios. Tiene la ventaja de que también converge si la matriz
del sistema es simétrica y definida positiva.

3. Método de las sobrerrelajaciones sucesivas: Converge mas rapido que Gauss-Seidel
si w > 1, y suele converger con w < 1 cuando Gauss-Seidel no converge. Como vimos, la
velocidad de convergencia depende de w, valor que no es facil de obtener en forma analitica.
Obtener ese valor puede llevar a perder parte de esa ventaja.
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4. Método de los residuos minimos: Converge si la matriz A del sistema es definida
positiva y mejora si ademés es simétrica. Es mas facil de programar pues hay que hacer
operaciones matriciales (vectoriales). La convergencia puede ser lenta, similar a Jacobi.

5. Método del descenso méas rapido: Se aplica a sistemas con matrices simétricas definidas
positivas. Converge més rapido que el anterior pero si la matriz no estd bien condiciona-
da, no converge. Es més facil de programar que el anterior porque reduce la cantidad de
operaciones matriciales. Es equivalente a Gauss-Seidel.

6. Método de los gradientes conjugados: Se aplica a matrices simétricas definidas positi-
vas. Cuando la matriz esta bien condicionada y ademas tiene p autovalores repetidos y bien
distribuidos, converge para k = n — p iteraciones (convergencia supralineal). Por este mo-
tivo, suele usarse precondicionado para conseguir convergencias supralineales. Es mas facil
de implementar que los anteriores métodos no estacionarios, pero suele tener problemas
con el error de redondeo.

3.11. Errores de los métodos iterativos

En este punto analizaremos fundamentalmente los errores de los métodos iterativos es-
tacionarios, pues son conceptualmente més faciles de entender. Empezaremos por el error de
truncamiento.

Supongamos que X sea la soluciéon de nuestro sistema de ecuaciones y x#*t1) el resultado
luego de k + 1 iteraciones. Entonces podemos definir el error como

xFH) _x =T (x<k> — x) . (3.116)

Si sumamos y restamos T tenemos

kD) _ (X(k> _ X) L x B (B4

(3.117)
=T (x<k> — X<k+1>> + T <x<k+1> — x) .
Si tomamos las normas tenemos que
x® D x|l < | HX(k—H) _ X(k}H T Hx<k+1> _ XH
(1= Ty [ = x| < ) 0 - x9 (3.118)
o) ol < T Hx<k+1> - H .
(=T
Por lo tanto, el error de truncamiento esta dado por
Tl ket K
EgiHHLHH' 11
T I (3419
Para el caso del error inherente partimos de
xkD —mx® 4 C, (3.120)

Si consideramos los errores inherentes del sistema, el resultado que obtendremos sera en
realidad x**1). Supongamos que desechamos todos los errores de los pasos anteriores, es decir,
que xk) = )2<k>, entonces tenemos que

Bt — x®) _ 5x®) = (T — sT)x*) + (C - 6C). (3.121)
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Como x = T x + C, podemos hacer lo siguiente:

xHFHD) _x = (T = 0T)x™ + (C-6C) - Tx - C

=T (x<k> - X) —5Tx® —s5C

(3.122)
=T (x<k> - x) — 6Tx*) — 5C + T x*+D — 1 x(k+1)

=T <x<k+1> — x) +T (X<k> — X<k+1)) —oTx™ — §C.

Si nuevamente tomamos las normas, obtenemos

x40 x| <) [0 = x| ) x4 = x| 4 o x| +
+ 5]
(1= ) [ — o] <P [t = @] + o x| + s (3129)
) _ || < NIl (k1) e _lsel
X X =TT | S R T <)+ 1= T

Si analizamos en detalle esta tdltima expresién, vemos que se repite el error de trunca-
miento (primer término de la derecha). En consecuencia, el error inherente esta dado por

[6C||
9|+ P (3.124)

~

B, o H

-7
Finalmente, analicemos el error de redondeo. Una vez maés, partamos de la expresién

xF+D — T xk 4 C,

y nuevamente supongamos que lo que obtenemos es en realidad es %1 y que x*) = %0,
Entonces nos queda:
k) — T x* 4 C.

Para cada componente de x**1 tenemos

R P Ca R Zt”x ol (1-6). (3.125)

Si hacemos un anélisis retrospectivo del error («backward error»), y asumimos que nyu <
0,01, nos queda que

ol = |3 151,010+ 2 — ) | (1 +6) + 2 (3.126)
j
con [0 <1y |6 < p.

Consideremos ahora el hecho de que generalmente las matrices de los sistemas son ralas
Entonces podemos definir que

p= lrila<x {pi}, con p; : cantidad de elementos no nulos en una fila. (3.127)
K3

_ 12
q= mix {|ti]}, (3.128)
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entonces, si tomamos normas nos queda

P
[0 < a|x®| 101 | Yo +2 =) | et [0 (3.129)
j=1
y como x*) ~ x*+1) | podemos escribir que
Jo=]]
i + 3p
e 1 01 1) p. 3.130
=@ ( > )“ (3.130)
Ahora estimemos la diferencia %11 — x. Sabemos que

)—(<k+1> -T X<k> + C— 5X<k+1>,
entonces

gD _ =T x®) 4+ C—5x*t) _Tx — C

3.131
=T (x<k> — x) — oxkF1) ( )
Si nuevamente sumamos y restamos T X(k+1>, obtenemos
) _x =T (X<k> - >_c<k+1>) +T ( (k1) _ X) — ox M), (3.132)
Una vez mas, tomemos las normas, con lo cual nos queda
&+ x|l =T Hx<k+1> H + T H (k+1) H i Héx (k+1) H
(1= I [+ = x| = I 2 = | + [foxtsn |+ (313
(k+1)
ety | Tl H (k+1) —(k)H o]
be X|| = ———=||X + X —_—
1—|T| 1—|T|
Puesto que H5m§k+1> ‘ < (q 1,01p2g3p + 1) Hx<k> H iy como el primer término corresponde

al error de truncamiento, nos queda que

Br < H ”(101

— [T

5 P 1) . (3.134)

Finalmente, el error total al aplicar un método iterativo estacionario es la suma de todos
los errores, es decir,

Hx“’*” - xH <Er + Er + En

—uﬁin HX<k+1>_ k>H+1’_5|lyﬂf_’r|| ‘ <k>H 1H_5(||31‘L||
I <101 +3p +1>N
+ 1T 5 (3.135)
Hx<k+1> XH Sl_HTH[HTH Hx<k+1> - x<k>H + (|67 Hx<k>H +|l6C|

+H H( 1,012 +3p+1>u].
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Como hemos visto en Errores, siempre es conveniente que los errores de truncamiento e
inherentes predominen respecto al de redondeo. En consecuencia, siempre debemos tratar que
Fr < Er < Ej, es decir, que el error de redondeo sea el de menor incidencia, y si es posible,
despreciable 6.

3.12. Sistemas de Ecuaciones No Lineales

En el capitulo anterior hemos analizado como resolver ecuaciones no lineales de una sola
variable aplicando varios métodos. Y en la primera parte de este capitulo, hemos resuelto sistemas
de ecuaciones lineales con varios métodos también, todos ellos basados en la facilidad de trabajar
con matrices.

Pero no siempre nuestros problemas no lineales son de una sola variable. Consideremos
el siguiente ejemplo:

fi(wy, 29) =21% + 227 — 1 =0, (3.136)

fg(xl,l‘g) :1’12 —2x1—29+1=0. (3137)

Este sistema sencillo no tiene solucién tnica, consecuencia de las ecuaciones de segundo

grado. Sin embargo, conocemos métodos que podemos aplicar para obtener una solucién. Por

ejemplo, podemos partir de los métodos iterativos vistos en para resolver sistemas de ecuaciones
lineales ralos y reordenar el sistema asi:

r1 =+ /1 — 1392, (3.138)
xo =x1% — 211 + 1. (3.139)
Pero este algoritmo también puede ser considerado como la aplicacion del Método de las

Aprozimaciones Sucesivas, que vimos para resolver ecuaciones no lineales. Asi, nuestro sistema
quedaria como un esquema iterativo que escribiremos de esta manera:

[L‘1<k+1> =+ 1-— ($§k>)2, (3140)
2D — (2% — 20, 41, (3.141)
donde
gr( ™ 2™y = + 1 /1 = (252 (3.142)
gg(x1<k>,:n2<k)) :(l'§k>)2 —2x P 41, (3.143)

Podemos intuir que la resolucién de sistemas de ecuaciones no lineales es un aplicacion
conjunta de ambos: ecuaciones no lineales y sistemas de ecuaciones lineales.

Por otro lado, observemos que el esquema anterior es equivalente al Método de Jacobi.
Entonces, una forma de mejorar la convergencia para llegar a la solucién es aplicar el Método
Gauss-Seidel:

B — 4 /1 ($§k>)2’ (3.144)
2o FHD) :($§k+1>)2 —2p D) 41 (3.145)

5Gonzalez, en su libro, dice que Er < Er pero eso se contrapone con lo que afirman otros autores. La razon
principal es que el error de redondeo tiene un comportamiento «erratico», lo que hace dificil acotarlo. (Ver ejemplo
en el capitulo 1 con el error de discretizacion.)
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que aprovecha la solucion de x1*t1) obtenida en la primera ecuaciéon. Notemos, sin embargo,

que para x; existen dos soluciones posibles, por lo tanto, también las hay para zs. Ademés, como
ahora no podemos construir una matriz A como en el caso de los sistemas de ecuaciones lineales,
tampoco podemos hacer un anélisis de la condicién de dicha matriz, por lo que se nos dificulta
averiguar si el sistema es convergente o no. Solamente podemos estudiar a las funciones g1 (1, x2)
y g2(z1,z2) segin lo ya visto para ecuaciones no lineales, es decir, adaptar los teoremas vistos
para el caso del Método de las Aprozimaciones Sucesivas para una variable.

Si aprovechamos esto, inmediatamente podemos hacer una analogia y pensar, jpor qué
no aplicar el Método de Newton-Raphson? En realidad, habria que pensar en una adaptacion.
Para ello, apliquemos un desarrollo en serie de Taylor para funciones de dos variables, que queda
de esta forma:

o1 (" 2 :

_ k
s 71— a4 (3.146)

fi(@1, 32) =f (23" 2y +
PYNRONRE
I fi ($1 y Lo )(

_ k
7 Zo— a4 (3.147)

0 fo(x 2 :

_ k
i 71— a4 (3.148)

Fo@1, @) =fo (2l 23y +

k k
J 0@ o)

_ k
7 Zo— a4 (3.149)

donde se cumple que:

fi(Z1,22) =0, (3.150)
f2(21,22) = 0. (3.151)

Si truncamos el desarrollo en los términos de la primeras derivadas y reordenamos la
expresion en funcién de lo anterior, tenemos que:

af1(x" xy (2", 2y

_ k _ k k k
o1 (x1—$§>)+ 0x9 (xQ—x§>):—f1(x§>,x§>), (3'152)
9 x<k>,x<k> P x<k>, 20
CAECARELL SO VPN L) BHCAECRELL S0 TP Dy X LA ) (3.153)
0y O0xo
que ahora si podemos expresar en forma matricial:
af @™ 28y af (@™ 2T T k k) (k
W ot e | o [ L0 | IR
Ofo(my "wy ') Ofa(my "y ') | g — $§k> f2($§k>7x§k>)

ox1 Oxa

Si recordamos un poco de anélisis matematico, la primera matriz no es otra cosa que el
Jacobiano de las funciones fi(x1,x2) y fo(z1,22), lo que nos permite escribir el sistema de una
forma més sencilla:

I(xF) . (x —xP) = —F(). (3.155)

Con esta forma de expresarla es facil obtener nuestra soluciéon aproximada, pues

F(xM), (3.156)

-1

x =x® — JxF) TR, (3.157)

que expresado en términos iterativos queda de esta manera:

X — ) 3T (), (3.158)
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y se conoce, como no podia ser de otra manera, como Método de Newton.

Hemos encontrado una forma bastante sencilla de obtener nuestra soluciéon. Pero de todos
modos, analicemos un poco el método. En primer lugar, podemos ver que para cada caso tenemos
que calcular el Jacobiano de las funciones en cada iteracion. Eso ya nos dificulta un poco el
procedimiento. No es muy distinto al caso del Método de Newton-Raphson para una sola variable,
pero en el caso matricial es agregar mas pasos de calculo, pues hay que ingresar cada derivada
parcial y luego calcular su valor para el par x§k>,x§k>.

Pero en segundo lugar, y tal vez méas importante, en cada iteracion debemos invertir la
matriz jacobiana. Vimos cuando analizamos cé6mo resolver un sistema de ecuaciones lineales que
invertir la matriz no era un procedimiento sencillo ni facil de llevar a cabo y por esa razén ningan
método estudiado invertia la matriz de coeficientes. Busquemos una forma de evitar esto.

Volvamos un poco atras y analicemos esto:

I(x*) . (x —xP) = —F). (3.159)

Si hacemos:
J(x®y - (xH D — xk)) = —F(x®), (3.160)

esta expresion no es otra cosa que el Método de Newton. Definamos un nuevo vector st¥ de la
siguiente manera:

sth) = x b+ _ x (k) (3.161)
y reemplacemos en la expresion anterior:
J(x®y . sk = —p (), (3.162)
Ahora lo que tenemos es, . .. jun Sistema de Ecuaciones Lineales! Por lo tanto, para hallar
nuestra soluciéon debemos hacer:
I(x*y. stk = —p(xk, (3.163)
xFH) = xR 4 gk), (3.164)

Este esquema resulta ser mas sencillo que el anterior, pues ahora no es necesario invertir
la matriz J (x<k>) en cada iteraciéon, aunque debemos recalcular para cada paso dicha matriz,
asi como el vector F(x<k>). De todos modos, estamos mucho mejor que al principio, pues ahora
podemos analizar nuestro sistema como si fuera un sistema de ecuaciones lineales y por lo tanto,
aplicar cualquier método de los estudiados. Sélo dependemos de las caracteristicas propias de la
matriz jacobiana para decidir si aplicamos un método directo o un método iterativo.

Pero el hecho de tener que calcular la matriz jacobiana para cada iteraciéon no resulta muy
alentador. Tenemos una alternativa, que podemos implementar. Cuando estudiamos el Método de
Newton-Raphson vimos que podiamos aproximar la derivada mediante un método discreto que
resultaba en el Método de la Secante. Si bien el orden de convergencia es menor, la gran ventaja
de este método es no tener que ingresar la derivada de la funcién. Este mismo procedimiento
para el caso de Sistemas de Ecuaciones No Lineales se conoce como Métodos Quasi-Newton. Por
lo tanto, estimemos las derivadas parciales en forma discreta de la siguiente forma:

Ofj(xr,wa) _ [fi(wr + h, w) — fi(ar, w2)

it 2 7 (3.165)
afj($1,$2) _ fj($17$2+h2) _fj(x1’$2) (3 166)
0x9 ha . |

Como hemos aproximado la matriz jacobiana, y nuestro esquema (algoritmo) es iterativo,
empecemos definiendo que nuestra estimacion inicial sea la siguiente:

0 & Fx©); 30, (3.167)
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y con la que obtenemos nuestra primera aproximacién iterativa x . Ahora contamos con dos
soluciones, x(© y x{1) . Como la idea es aproximar el jacobiano para k = 1, necesario para obtener
nuestra siguiente aproximacion, x<2>, planteemos que

AN (x® - x0 = p(x) — P(x0). (3.168)

Podriamos decir que AfY es algo parecido a la matriz jacobiana, aunque no existe nada
que pueda definirse como la inversa del vector x{1) —x(0). Para relacionar la matriz A’ con una
matriz jacobiana, vamos a plantear lo siguiente:

AN .z =J(x9).z siempre que (xV —xNT.z=0. (3.169)

Esta condicién surge de considerar que todo vector distinto de cero puede ser expresarse
como la suma de un multiplo de x{? — x(® y un maltiplo de un vector en el complemento
ortogonal de x — %0 Para que podamos definir a A sin ninguna informacién acerca del
comportamiento de F' en dicho complemento ortogonal, debemos imponer que (x<1> —x<0>)T 7=
0.

De acuerdo con [4], las ecuaciones anteriores determinan univocamente lo siguiente:

[F(x<1>) — F(x<0>) _ J(X<0>) ) (X<1> — X<0>)] .(X<1> — X(O))T

0 <O

A = J(x) 4 (3.170)

Como hemos calculado x(17, F(x<1)) y aproximado J(X<1>) con A podemos plantear
la segunda iteraciéon como:

A g — —F(x<1>), (3.171)
x(2 = x4 gD, (3.172)

Pero también podemos hacer
x® = x® - AW p(xiD)y, (3.173)

lo que parece una total contradicciéon pues hemos desarrollado todo el método anterior para no
tener que invertir una matriz.

Nuevamente, la matematica (més precisamente el algebra matricial) viene a ayudarnos.
En su momento hemos definido que s®*) = x{+1 — x*) por lo tanto también se cumple que
sth=1) = x{k) _x{k=1) También definimos que A;F(x(?) = F(x{")—F(x(). Por simplicidad, de-
finamos y(» = AlF(x<O>). Si generalizamos, podemos definir y#~1) = AlF(x<k’1>). Finalmente,
podemos decir que J(x(0) = A0,

Con todo esto podemos generalizar un método para obtener la sucesivas matrices Ak,
Si escribimos que
[y© — A©) .50 0T

A = A0 4 > : (3.174)
Il
entonces también podemos escribir
(k=1) _ A1) g(k—1)] L g(k—D)T

sl

. . . . . -1
y obtenemos nuestras aproximaciones A) en forma iterativa. Eso nos permite obtener A (%)
también en forma iterativa, pues existe el siguiente algoritmo para calcularla *:
[S</~c—1> _ AL .y<k—1>} k=T A (=1) 71

AR AT

, 3.176
stk=)T . Ak=1) 71y (k1) ( )

"Se trata de la formula de inversion matricial de Sherman y Morrison.
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para A% no singular.
A partir de esto, nuestro algoritmo de solucién resulta ser

x0 5 P - Jx0)=A©
x(0 =x©@ _ AO7T p(x@) 5 p(x(1)
Slb=1) (k) _ (k=1)
yFD =R (x*)) — F(xFD) (3.177)

[s<k—1> Ak T gk gk A -]
AR AT

stk=)T A (k=1) 71y (k1)

x(BHD) —x(B) AT xRy,

Este algoritmo requiere invertir la matriz A (%, para luego utilizar solamente la multipli-
cacién de matrices para obtener el resultado. Este método se conoce como Método de Broyden de
primer orden, si bien la convergencia puede tender a ser mayor si se utiliza la J (x<0>) analitica.

La necesidad de invertir la matriz le quita practicidad al método. Es por eso que en
algunos libros se indica que, dado que el calculo de la inversa de la matriz jacobiana J (x<k>) es
en realidad una aproximacién numérica de la misma, puede proponerse el mismo algoritmo visto
pero con un cambio: A9 = I. De esta forma, no es necesario aplicar ningtin método para invertir
A al costo de aumentar la cantidad de iteraciones para obtener un mejor resultado.

3.13. Notas finales

Los métodos vistos no son los tnicos disponibles para resolver sistemas de ecuaciones
lineales y no lineales. Dentro de los métodos directos también estan el Método QR y el de
la Descomposicion por el Valor Singular (un equivalente a los autovalores para matrices no
cuadradas), método muy usado con matrices muy mal condicionadas, aunque algunos autores
sostienen que deberia ser un método basico, igual que Eliminacion de Gauss.

Algo similar ocurre con los métodos iterativos, particularmente con los no estacionarios.
Ademas de los tres que hemos visto, estan el Método de los Residuos Minimos Generalizado, el
Método de los Gradientes Biconjugados, el Método de los Gradientes Conjugados Cuadrdtico, el
Meétodo por Iteraciones de Chebichev, més otros derivados fundamentalmente a partir del Método
de los Gradientes Conjugados y de los Residuos Minimos.

Para resolver los sistemas de ecuaciones no lineales también se puede aplicar una version
del Método del Descenso Mds Empinado y el Método de Broyden de sequnda especie.

La existencia de varios métodos refleja que la elecciéon de uno en particular depende
fundamentalmente de las propiedades de la matriz de coeficientes del sistema. Es por esto que
cada vez es mas importante saber qué problema (o fenémeno fisico) esta siendo representado con
el sistema a resolver. Si buscamos informacién sobre la utilizacién de cada método, veremos que
estan muy ligados al tipo de problema que se estudia y resuelve.

En muchos campos de la ingenieria, los sistemas de ecuaciones lineales estan directamen-
te relacionados con la resoluciéon de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, por eso es
que métodos para resolver este tipo de problemas, como el de las diferencias finitas o de los
elementos finitos, han impulsado el desarrollo de métodos mas potentes y mas precisos, dado que
mayormente trabajan con matrices de dimensiones muy grandes que ademés suelen ser ralas,
simétricas y definidas positivas. Ejemplo de esto es el analisis estructural en tres dimensiones,
que modela las piezas a dimensionar o verificar, en los cuales los programas generan sistemas de
ecuaciones lineales con las caracteristicas antes mencionadas, por aplicaciéon del Método de los
Elementos Finitos.
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Quien quiera adentrarse en los métodos iterativos no estacionarios, el libro de Y. Saad
es una muestra muy interesante de como la necesidad de contar con algoritmos cada vez més
veloces y con capacidad de resolver grandes sistemas de ecuaciones, disparan el desarrollo y la
investigacion de la matematica aplicada.

Ejercicios
Sistemas de Ecuaciones Lineales

Método de Eliminaciéon de Gauss

1. Aplique el Método de Eliminacién de Gauss para resolver los sistemas de ecuaciones indi-
cados. No reordene las ecuaciones.

4r1 — 29+ 23 =38 41 +x9+223=9
2x1 + d5x0 + 223 =3 2x1 +4x9 —x3 = =5
T1 + 229 +4x3 =11 1+ x2 — 3x3 = —9

2. Como en el ejercicio anterior, aplique el Método de Eliminaciéon de Gauss para resolver los
sistemas de ecuaciones lineales indicados. Determine si es necesario intercambiar filas.

1 — X2+ 3x3 =2 T+ To+ x4 =2
3rx1 —3x2 + 23 = —1 201 +x0 —23+24 =1
T+ 229 =3 4x1 —x9 — 223+ 224 =0

3x1 —x9 —x3+ 224 = —3

3. Aplique nuevamente el Método de Eliminacién de Gauss y utilice solamente tres decima-
les en todas las operaciones para resolver los sistemas de ecuaciones lineales indicados a

continuacion:
0,03x1 + 58,925 = 59,2 3,03x1 — 12,1z + 1423 = —119
5,31z1 — 6,102 = 47,0 —3,03x1 + 12,129 — Tz = 120

6,11z; — 14,225 4+ 2123 = —139

Factorizacion de matrices

1. Factorice las siguientes matrices aplicando la descomposiciéon LU:

2 -1 1 1,012 —2,132 3,104
a) |3 3 9 b) |—2,132 4,096 —7,013
3 3 5 3,104 —7,013 0,014

2. Aplique el método de descomposiciéon LU para resolver estos sistemas de ecuaciones lineales:

2 3 -1 [m 2 2 2 2] [m ~1
a) |4 4 —1|- (x| =]|-1 b) [—=1 0 1| - |za]| =13
—2 -3 2 3 1 3 5 6| |3 0

3. Factorice las siguientes matrices por el método de Cholesky

4 2,25 1,275 -1

a) —22 _2’2 —(2)7 b) 225 6 3875 1
0 —2,7 4 1,275 3,875 8 2.5

-1 1 =25 9
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4. Aplique los métodos de Factorizacion LU y de Cholesky para resolver los siguientes sistemas
de ecuaciones lineales. Para el ultimo, verificar que la matriz cumpla con las condiciones

que impone el método.

7-10° —3,25-10° 0 ) 0,75
a) [-3,25-10°  6-10° —2,75-10° x| = 10,5
0 2,755 5-10° 3 0,25
[ 6,8-102 —4,08-10° —34-103 0 ) 0
) —4,08-10%  6,8-10>  —2,04-103 0 x| _ | O
-34-103 —-2,04.3 1,19-10*  —1,088-10% T3 0
0 0 —1,088-10* 1,19-10% T4 —14

Métodos de Jacobi, Gauss-Seidel, SOR Y de los Gradientes Conjugados

1. Aplique los métodos de Jacobi, Gauss-Seidel, SOR y de los Gradientes Conjugados (veri-
ficando las condiciones que debe cumplir la matriz A) para resolver los siguientes sistemas

de ecuaciones lineales:

3 -1 3] [z 1 (10 -1 0 71 9
a) 3 6 2| |z| =0 b) |1 10 =2| . |z2| = |7
3 3 7] |a3 4 0 -2 10 T3 6
(10 5 0 0 71 6 (4 1 -1 1 1 —2
9 5 10 -4 0 zo| | 25 0 14 -1 =1] fa| _ |1
0 —4 8 —1| a3 ~11 -1 -1 5 1 5 0
0 0 -1 5 4 ~11 1 -1 1 3 T4 1

2. Aplique los mismos métodos del punto anterior para resolver las ecuaciones del punto 4.

Sistemas de Ecuaciones No Lineales
1. Obtenga las raices de este sistema de ecuaciones mediante el Método de Newton:
fileyy) = o +y* —4=0
fo(z,y) =2y —1=0
2. Obtenga las raices de las siguientes ecuaciones:
a) fi(w)=3x]—23=0

fo(z) =32125 —23 —1=0

b) fi(z) =4a? — 20z, +0,2523 +8 =0
fo(2) = 0,521 23 + 221 — 5y +8 =0

Para el caso a) tome z{9) = [1;1] y para el caso b) tome z'? = [0;0]. En ambos casos, tome
=105,

3. Obtenga las raices de los siguientes sistemas de ecuaciones no lineales:

a) fix)=x1+x3=2 b) fix)=x1+x3+ 135 =2
fo(x) =21 29+ 2324 =0 fo(x)=x1 20+ 2324+ 2526 =0
f3(x) =z a5+ 2325 == fg(x):xlxg—kxgxi—i—%x%:g
fa(x) =z 23 2325 =0 fa(x) =z 23 a3 a) + 2528 =0
f5(X)=$1$%+3331F3+935$§=§
fo(x) =z1 25 +o3a) + o523 =0

Considere que en a), x = (x1,z2,23,24), y en b), x
casos, tome € = 1076,

x1,T2,T3, x4, T5,Te). En ambos
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Capitulo 4

Interpolacién de curvas

4.1. Introduccion

En este capitulo nos concentraremos en el estudio de los métodos de interpolaciéon de
curvas. Es usual que los ingenieros trabajen con datos extraidos de mediciones, relevamientos,
ensayos de laboratorio, etc., los cuales no siempre entregan el valor necesitado para el problema
que se esta tratando de resolver. Un ejemplo tipico de interpolacién sencilla utilizado por cualquier
profesional de la ingenieria es la interpolacion lineal en una tabla de datos (por ejemplo, de
estadisticas) para obtener un valor entre dos puntos dados. Este tipo de interpolacion lineal era
muy usado cuando no existian las calculadoras cientificas de bolsillo (ni hablar de computadoras)
y debian usarse las famosas Tablas de logaritmos para obtener logaritmos, senos, cosenos y
cualquier otra funcién trigonométrica o trascendente.

Hoy estamos acostumbrados a usar programas que representan graficamente funciones
matematicas de variadas formas en la pantalla de una computadora. Todos o casi todos esos
programas aplican algtin método de interpolacién. La gran mayoria utiliza una interpolaciéon
lineal con una gran cantidad de puntos, de ahi que la unién de esa gran cantidad de puntos con
segmentos de recta, crean la ilusién de dibujar una «curva». Un ejemplo en este sentido son los
graficos siguientes:

Representacion de |a funcién seno(x) Representacion de la funcién seno(x)

100 Lao
075 o7
050 050
025 035
% 000 000
025 os
-0.50 050
075 s
o - -1.00

0 2 4 6 B 10 . : . ; ' ;

x 0 2 4 B B 1

(a) Grdfico con once puntos (b) Grdfico con cien puntos

Figura 4.1: Representacion grdfica de la funcion sen(x).

Estas dos representaciones se han hecho con Python y MatPlotLib. En el primer caso se
dejo que el MatPlotLib representara la funcion sen(z) entre 0 y 10. El programa lo hizo calculando
los valores para x = 0;1;2;...;10. En el segundo, se le indicé que lo hiciera con los siguientes
valores: x = 0;0,1;0,2;...;10. El segundo grafico parece una curva, sin embargo, si se mira con
més detalle, entre dos puntos sucesivos hay un segmento de recta que los une. Como a propdsito
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se representaron cada uno de los puntos usados para graficar la funcién, en donde los valores se
asemejan mucho, se observa la superposiciéon de puntos y no se ven los segmentos de recta que
los unen.

Otro ejemplo de interpolacion muy interesante es la funcion «splines del AutoCAD®
que permite dibujar curvas que pasen por puntos determinados en el dibujo, y que los usuarios
no siempre saben usar en forma eficiente.

Otro ejemplo de interpolaciéon mas avanzado es la utilizacién de polinomios interpolantes
en la resolucién de estructuras cuando se utilizan programas de anélisis estructural que aplican
el Método de los Elementos Finitos. Alli es de fundamental importancia entender los tipos de
polinomios que se pueden usar y los datos necesarios para poder obtener estos polinomios.

También un uso que suele darse a la interpolacién es para obtener qué valor de x hace
y(z) nulo, cuando disponemos de un conjunto de datos en los cuales se tiene que y(x;) > 0 para
j=0;1;...;iey(zy) <Oparak =i+ 1,9+ 2,...,n (o ala inversa). Interpolando entre estos
valores podemos hallar Z tal que y(&) = 0. Este tipo de interpolacion se denomina interpolacion
inversa, pues en lugar de interpolar el conjunto [z;,y;], interpolamos el conjunto [y;,x;] para
obtener una funcion z(y).

Puesto que hay muchos métodos y formas de interpolar, nos ocuparemos de los métodos
clasicos y veremos algunas mejoras que se han desarrollado a estos métodos. En particular, gracias
al articulo de L. N. Trefethen y J. P. Berrut (véase [20]), analizaremos una mejora al método de
Lagrange béasico, denominada Interpolacion Baricéntrica de Lagrange.

4.2. Interpolacién o Método de Lagrange

Supongamos que tenemos una lista con datos ordenados en pares como en la tabla 4.1, y
que queremos conocer el valor de y(z4) para un z 4 entre x1 y o.

Tabla 4.1: Datos para una interpolacion

Zo | Yo
1 | Y1
Z2 | Y2
T3 | Y3

La forma sencilla de obtener este valor es graficar estos puntos y trazar un segmento de
recta que una y; e y2, ubicar x4 en las abscisas y trazar por él una linea recta paralela al eje
de ordenadas que corte el segmento ya mencionado. Finalmente, desde este punto, trazamos una
linea recta paralela al eje de abscisas hasta cortar el eje de ordenadas, con lo cual hemos obtenido
el valor de y(x4).

Queda muy evidente que este procedimiento es muy engorroso si se quiere hacerlo en forma
metodica. Sin embargo, es la forma mas sencilla de interpolacién polinomial, la interpolacion
lineal. Efectivamente, si tomamos los dos puntos en cuestiéon podemos armar una recta mediante
el siguiente sistema:

yy=max1+n (4.1)

Yo =m x2+n
Si restamos y1 a y2 obtenemos m:

Y2 — 91

: 4.3
p—— (4.3)

Y2 —y1 =m(x2 —x1) = m =
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R . R .
’j E E } - ’lh } } } -
xIl XIE X : x1 XE *
. T¥s Fa— 1Y
(a) Datos (b) Interpolacion lineal

Figura 4.2: Interpolacion lineal de un conjunto de datos.

Reemplacemos m en la primera ecuacién obtenemos n:

ylzuxl+n - n:yl_uxl' (4.4)

T2 — I T2 —a

Finalmente la ecuacién de la recta que pasa por y; e ys es:

Y2 — Y1
== (x— ) 4.5
z) xz_xl(iﬁ z1) + 4 (4.5)
que también puede escribirse como
T — To T — T
y(@) =m + 12 : (4.6)
T1 — X9 To — 1

Para hallar y(z4) basta con reemplazar x4 en cualquiera de las expresiones anteriores.

Los dos procedimientos anteriores son equivalentes al procedimiento grafico de la figura 4.2.

Pero, ;qué pasa si queremos usar méas de dos puntos? Supongamos que necesitamos usar los

cuatro puntos de la tabla 4.1 para interpolar un punto cualquiera entre xg y x3. En ese caso, el

polinomio de mayor grado posible es un polinomio cubico, porque tiene cuatro coeficientes, y se
puede expresar asi:

y(x) = ag + a1 x + az 2 + az 2°. (4.7)

Al reemplazar los cuatro puntos en esta ecuacién obtenemos el siguiente sistema de ecua-
ciones lineales:

Yo =ao + a1 xo + az ¥ + a3 x, (4.8)
Y1 =ag + a1 x1 + as :1:% + as a:‘;’, (4.9)
Yo =ag + a1 T3 + as x% + as :):‘;, (4.10)
Y3 =ag + a1 T3 + as :1:§+a3 :cg, (4.11)

con las incognitas a;, coeficientes del polinomio.
Basta con resolver este sistema de ecuaciones lineales para obtener esos coeficientes.
Analicemos el sistema escribiéndolo en forma matricial:

2 3
1 zy x5 =5 |ao Yo
2 3
1 = =z = air| _ |yn (4.12)
1 2 3 - :
T2 Ty Ty ag Y2
2 3
1 z3 z3 x3| |a3 Y3

Revision: 11,/2021 Resumen de las Clases Tedricas - Pag. 97 -



4.2. Interpolacion o Método de Lagrange Analisis Numérico

La matriz A de este sistema de ecuaciones lineales es un matriz muy conocida denomi-
nada matriz de VanderMonde. Tiene la particularidad de ser mal condicionada (ver capitulo 3).
Resolver este sistema es relativamente facil, pues disponemos de varios métodos para resolverlo.
Sin embargo, para evitar resolver un sistema de ecuaciones lineales, existen varios procedimientos
para generar una funcién interpolante en forma analitica.

Uno de esos procedimientos es la Interpolacion o Método de Lagrange'. El polinomio
interpolador lo obtenemos siguiendo estos pasos:

1. Calculamos los n + 1 polinomios L,,;(z) relacionados cada uno con cada dato z;, donde n
es el grado del polinomio e ¢ indica el punto considerado, mediante:

n

H(ﬂcﬂ’ﬂj)

J;Q no

4 _I7 _ Y

Luia) = 2 -5 (4.13)
H(% ;) T2
=0
JF#i

coni=0;1;...;m, 7 =0;1;...;n, y x; y xj refieren a los datos disponibles. Estos polino-

mios cumplen con la particularidad de que:

Lni(z) = {1 S (4.14)

0 siz=uzjconj#i.

2. El polinomio interpolador lo obtenemos mediante la expresion:
n
Po(z) = yi Lni(x). (4.15)
i=0

Por ejemplo, podemos armar una interpolaciéon lineal aplicando este método o procedi-
miento entre los puntos x1 y xo. Al aplicar el método obtenemos:

T —2x
Ly -2
r1 — T2
T —2x
Lyg=——
2= (4.16)
Pi(x) =y1 L1,o(z) + y2 L1 ()
T — T T — T
Pi(z) = + Y2 :
Tl — T2 To — 1

que es la ecuacion de la recta que obtuvimos antes.
Para obtener el polinomio de tercer grado tendremos:

(x —z1)(x — 22) (2 — 3)

L3;0(x) :(-'L'O _ 1‘1)(1'0 — QJQ)(:TO - x3)’
_ (= xo)(x — w2) (2 — w3)
L (z) (z1 — o) (1 — 22) (21 — 23)”
2y — (@ = @0)(@ —@)(w — 23) (1D
L3;2( ) _(332 —xo)(xg — x1) (T2 — xS)a
L33(x) = (z — mo) (2 — 1) (2 — 2)

(z3 — w0)(23 — 1) (73 — 22)

P3(x) =yoLs.o(x) + y1Lz.1(x) + yaLaz(x) + y3La.3(x).

!Si bien se atribuye a Lagrange, quien primero lo desarrollo fue el matematico inglés Edward Waring (1736-
1798).
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Como hemos utilizado todos lo puntos de los datos, es evidente que no podemos crear
un polinomio de mayor grado que el ciibico. Por lo tanto, existe un sélo polinomio posible de
construir con todos los datos disponibles. El siguiente teorema define a este tinico polinomio.

Teorema 4.1. Sean zg, 1, ..., Tn, n + 1 ntmeros diferentes, y sea f una funcién tal que sus
valores se obtengan a partir de los nimeros dados (f(zo), f(z1), ..., f(x,)), entonces existe un
tinico polinomio P, (z) de grado n, que cumple con la propiedad

f(xg) = P(xy) para cada k = 0;1;...;n;

y este polinomio esta dado por la siguiente expresion

Po(x) = f(20)Lno(2) + f(@1) L1 (2) + - o+ f2n) Lnn(2) = Z f(@i)Lni(2),

=0
donde
L T —
L, (x) =
wite) = [[ 222
7=0
J#i
parat=0;1;...;n.

Sin embargo, podemos crear varios polinomios de grados menores a n. Asi, con los datos
de la tabla 4.1 estamos en condiciones de construir al menos tres polinomios de grado 1 y dos
polinomios de grado 2. (Podemos construir més polinomios para ambos grados, pero no siempre
son de utilidad practica.)

Obtenido el polinomio interpolante nos queda un punto por definir: jcudl es el error
que estamos cometiendo al interpolar mediante un polinomio respecto de la funciéon original? El
siguiente teorema nos permite aproximar ese error.

Teorema 4.2. Sean g, &1, T2,. .. ,&,, nimeros distintos en el intervalo [a, b] y sea f € C"[a, b].
Entonces, para cualquier x € [a, b] existe un ntmero £(x) € [a, b] para que el se cumple que

f(n—i—l n
) = Puta) + 5 S o,
=0
donde P,(x) es el maximo polinomio interpolante.
Demostracion Si x = z; para i = 0;1;2;...;n entonces f(z;) = P,(z;) y para cualquier
&(x;) € [a,b] se cumple lo expresado en el teorema. En cambio, si  # z; para i = 0;1;2;...;n,

se puede definir la siguiente funcion g(u) para u € [a; b]:

u—xz

Q
—~
<
~
Il
~
—~
S
~
|
T
£
|

.’:lz

.Z'—[I?
z:O v

Como f € C"[a,b], P, € C*®[a,b], y x # x; para cualquier 4, entonces g € C""![a,b]. Si u = ;
tendremos que

n

ola)) = £ay) = Palay) - @) = P [T 22 =0 @) - R0 =0,

=0
También tenemos que g(x) = 0, pues
ole) = £(0) = Pale) = (0) = P [T =23 = i) = Palo) — [1() — Pa(o)] =0,

=0
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y en consecuencia, g € C"[a,b] y se anula para x,xq, 21, ..., Z,, es decir, para n + 2 niimeros
distintos. De acuerdo con el Teorema de Rolle, existe entonces un ¢ € (a, b) tal que g"*1(£) = 0.
Asi tendremos que

) e p(nt) (n41) d" 1y (= )
0=g""(E) = £ = BV = [f(2) = Pala)l 2oy HW :
=0 v u==E

Como P, (u) es un polinomio de grado n, entonces Rgnﬂ)(u) = 0. A su vez, | | 7( ) es un
” T —x;
1=0

polinomio de grado n + 1, entonces su derivada de orden n + 1 sera

A"\ (u—2)|  (n+ 1)
duyntl! i (x—mz)|

H(a: —x;)

1=0

Si reemplazamos, tendremos que

0= f*D(E) =0 — [f(z) — Pulz)] 5———

Al despejar f(z) de la ecuacion anterior nos queda

FODE)

(x — ;).
i=0

Desde el punto de vista tedrico, esta expresion del error es muy importante porque muchas
de las técnicas de derivacién e integraciéon numérica se desarrollan al aplicar la interpolacién por
el método de Lagrange. Sin embargo, para otros casos, no debemos olvidarnos que no conocemos
f(z) (y por lo tanto, tampoco £+ (z)), por lo tanto, como expresamos antes, el error calculado
es sb6lo una aproximacién o una cota del mismo.

Finalmente, podemos ver que el método tiene algunas desventajas:

1. Cada evaluacion del polinomio P, (z) requiere O(n?) operaciones aritméticas.
2. Agregar un par de datos xp41, f(2n+1) requiere rehacer todos lo polinomios Ly, ;(x).

3. Es numéricamente inestable.

4.3. Interpolacién o Método de Newton

Otra forma de plantear la construccion del polinomio interpolador es la siguiente. Su-
pongamos que queremos usar solamente los primeros tres puntos de nuestra tabla. Entonces
planteemos el siguiente sistema de ecuaciones:

Yo =ao + a1 o + az (4.18)
y1 =ao + a1 1 + ap T3 (4.19)
Y2 =ao + a1 T2 + ap 3. (4.20)

Al eliminar ag tenemos este nuevo sistema

y1 — yo =a1(x1 — xo) + ag(af — x7) (4.21)
Y2 — y1 =a1 (2 — 1) + ag(zd — x7), (4.22)
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que puede escribirse como

Y1 — Yo
— =a1 + az(.%'l + xo) (4.23)
1 — Xo
Y2 — U1
=" =ay + az(x2 + x1). (4.24)
Ty — 1
Si ahora eliminamos a; obtenemos el coeficiente as que resulta ser
Y2 — Y1 Y1 — Yo
ag(:(}Q — 370) = —
o — X1 Ir1 — X0
Y2—Y1 _ Yyi1—¥o (4'25)
4y =F2=FL_ T1=T0
T2 — Xo
Ahora reemplacemos as en una de las ecuaciones anteriores para obtener a;
¥ — 0 Y2—Y1 _ Y1—Yo
1= To—x T1—T
— =Qa —|— 2 L L o (xl + x())
T1— To T2 — To (4.26)
¥ — 0 Y2—y1 _ Y1—Yo '
1= To—I1 r1—T0
T1 — To T2 — To
Ahora reemplacemos a1 y as en la primera ecuacién de todas para obtener ag:
¥ — 10 Y2—Y1 _ Y1—Yo Y2—Y1 _ Y1—Y%o
— T2—T1 T1—x0 T2—T] r1—To 2
Yo =ag + — (x1 +x0)| 2o+ xp
T — To T2 — X0 T2 — To
4.27
Y2—Y1 _ Y1—% ( )
_ Y1 — Yo To—T1 T1—X0
ap =Yo — - L1 | o-
Ir1 — X Tro — X0
Armemos finalmente el polinomio interpolante reemplazando ag, a1 y as
Y1 — Yo Y2—Y1 _ Y1—Yo
Xo—x X1 —T
P(.ZU) =Y0 — — = 10 1 | xo+
1 — Xo T2 — Xo
yl _ y(] Y2—yi1 _ Yi—¥yo Y2—Y1r _ Yi—Yo
+ _ Za—w1 T1—-%0 (1'1 +£Co) x4+ T2—T1 T1—-%0 $2
1 — Xo T2 — Xo T2 — Xo (428)
v —y Y2—Y1 _ Y1—%
1 — Y0 To—T1 T1—x0 2
=yo+ ——(x —x0) + [az — (zo +x1)x + a:oxl]
1 — Xo T2 — X0
v —y Y2—Y1 _ Y1—%o
1 — Y0 T2—T1 T1—T0
=yo + (z — o) + (z —mo) (2 — 21).
Tr1 — X0 To — X0

Esta forma de armar el polinomio se denomina

Método de las Diferencias Divididas de

Newton, y podemos sistematizarla para que sea muy sencillo de aplicar. En primer lugar, podemos

decir que f(x;) = y;. Seguidamente vamos a definir que:

f(z1) = f(20)

f(@o, 1) = p—— (4.29)
o, ) L), (4.30)
y generalizando
f(@iig1) = f(x&l) — fgxi)- (4.31)
Tit1 — X4
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Analogamente tenemos que:

f@2)—f(z1) _ flz1)—f(20) . B .
f(@o, w1, 22) = —2—4 TiT f(@;22) f(xo,$1)7 (4.32)

T2 — Xo T2 — Xo

y si generalizamos nuevamente tenemos

f(@iy Tit1, Tigo) = f(@ir1, Tiva) - f(xi’xiﬂ). (4.33)

Tit2 — X4

Finalmente podemos generalizar totalmente las expresiones anteriores a la siguiente ex-
presion:

Tht1sLkt2y.-.,T - Ly Ld1y--+y3Lpn—1
F(@Thy Thi1y ey 1, T) = k1 T2 ;) _ii Tty ), (4.34)
n

Si utilizamos esta notaciéon para el polinomio que hallamos mas arriba nos queda:
P(z) = f(z0) + f(z0,21) - (¥ — m0) + f(@0, 21, 22) - (T — 20) - (¥ — T1). (4.35)

Esta forma nos permite agregar un punto méas y aumentar el grado del polinomio en
forma sencilla. Efectivamente, si queremos agregar x3, solamente debemos agregar al polinomio
anterior el término f(xg,x1,x2,x3)(x — x0)(x — x1)(x — 22), con lo cual nos queda

P(x) =f(x0) + f(xo,z1)(x — z0) + f(w0, 21, 22)(x — 20) (T — 1)+

+ f(wo, 1, T2, 23) (z — 20) (T — 21) (T — 22). (4.36)

Asi, armar los polinomios de esta manera facilita notablemente aumentar la cantidad de
puntos para obtener un polinomio interpolante, pues permite usar el polinomio anterior. En la
tabla 4.2 podemos ver como operar.

Tabla 4.2: Interpolacion o Método de Newton

[ X [ f(x) If(xi,xi_H) [f(xi,xi+1,xi+2) [f(xi,xi+1,xi+2,xi+3)}
zo | f(zo)
f(wmxl)
z1 | f(r1) f (o, 1, 72)
f(xy,22) f(zo, 1,22, 73)
z2 | f(r2) f(z1, 2, 23)
f(x2,x3)
z3 | f(3)

Observemos que podemos armar dos polinomios con todos los puntos aplicando la Inter-
polacion o Método de Newton. Uno es el que obtuvimos antes, por el denominado Método de la
Diferencias Divididas Progresivas. El otro podemos obtenerlo partiendo de x3, que resulta ser

P(z) =f(z3) + f(x2, 23)(x — x3) + f(21, 025 73) (T — 23) (7 — 72)+

(4.37)

+ f(xo, 21,2, 23)(x — 23)(x — 22) (T — 21),
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que se denomina Método de las Diferencias Divididas Regresivas.

El Método de Newton, en sus dos variantes, es muy usado cuando se trabaja con datos que
pueden ser modificados (aumentando la cantidad de puntos disponibles para la interpolacion) y,
en consecuencia, aplicar el Método de Lagrange se vuelve muy engorroso. Otra ventaja es que
para evaluar los polinomios P, (x) requerimos n operaciones aritméticas, algo bastante menor al
O(n?) que requiere el Método de Lagrange 2. Sin embargo, el método exige que los datos deban
estar ordenados, segin x;, en forma ascendente (o descendente) para poder implementarlo. Si
agregamos algin dato intermedio, la ventaja anterior se pierde porque la tabla 4.2 debe rehacerse,
perdiendo practicidad.

Para mejorar esto existe una variante del Método de Lagrange que nos permite interpolar
de manera sencilla y al que resulta muy facil agregarle puntos en cualquier orden.

4.4. Interpolacién baricéntrica de Lagrange

Supongamos que definimos un polinomio genérico L(x) tal que
L(z) = (z —xo)(x —x1) ... (x — xp). (4.38)

Definamos ademas los pesos baricéntricos como

n

1
w; = | | —— para todo i =0;1;...;n. (4.39)
T — Tk
k=0
ki

Entonces podemos escribir cualquier polinomio de Lagrange como

Wy

Ly = L(z)— ot (4.40)
y, en consecuencia, el polinomio interpolante seréa
- L(x)w; - wj
Py(x) = flas) S = L)Y fle)——, (4.41)
i=0 Tt i=0 Tt

pues L(z) es constante para todos los términos de la sumatoria.

Esto es una gran ventaja en dos sentidos. Primero, para evaluar P,(x) se necesitan solo
O(n) operaciones, lo cual hace mucho mas rapido el procedimiento. Y segundo, si agregamos el
par de datos 41, f(Zn+1), s6lo debemos hacer lo siguiente:

= Dividir cada w; por x; — Zpy1.
= Calcular un nuevo w;41.

En ambos casos el costo computacional es de n 4+ 1 operaciones. Es decir, jpodemos
actualizar el polinomio P,(z) con sélo O(n) operaciones! A esta variante del Método de Lagrange
suele llaméarsela Método Mejorado de Lagrange y tiene una ventaja adicional respecto al método
de Newton que rara vez se menciona: los coeficientes w; no dependen de los datos f(z;). Esto
permite que podamos interpolar varias funciones con el mismo polinomio. Y mantiene, ademés,
la ventaja de no necesitar ordenar los datos, como si requiere el método de Newton.

Pero todavia no hemos terminado. Supongamos ahora que interpolamos la constante 1
con el polinomio hallado. En ese caso tenemos

n

1=3"1 Loi(a) = L(x) Y — (4.42)
1=0

M
xr — I;
i=0 ¢

2De todos modos, se requieren O(n?) operaciones para obtener los coeficientes f(zg,Tkt1,...,Tn).
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pues hemos visto que Ly, j(z) = 1 cuando z = ;.
Si dividimos P, (x) por la expresion anterior, o sea, que la dividimos por 1, nos queda:

Wi
L)Y fl) 2
Py(z) = =0 _ : (4.43)
w;
L
(@) — o
=0
y simplificando L(x), obtenemos que
2 flai)— .
Py (z) = = , (4.44)
w;
r — Ty
=0

que se denomina Interpolacion Baricéntrica de Lagrange. Al igual que en el caso del método
mejorado, solo se necesitan O(n) operaciones para actualizar el polinomio si agregamos un par
de datos x,41, f(2n41) adicionales.

En general, la Interpolacion Baricéntrica de Lagrange es mas estable numéricamente que
el Método de Lagrange tradicional y que el Método de Newton, segin el andlisis hecho por N. J.
Higham en [12].

4.5. Fenémeno de Runge
Supongamos que debemos interpolar los datos que se muestran en la tabla 4.3. Al aplicar

Tabla 4.3: Conjunto de datos a interpolar

i o x [ oy ]
0 | 0,000 | 0,500
1 | 1,000 | 0,933
2 | 2,000 | 0,067
3 | 3,000 | 0,500
4 | 4,000 | 0,933
5 | 5,000 | 0,067
6 | 6,000 | 0,500
7 | 7,000 | 0,933
8 | 8,000 | 0,067
9 | 9,000 | 0,500
10 | 10,000 | 0,933

el Método de Lagrange tradicional para obtener un polinomio interpolante, el resultado es un
polinomio de grado 10 (n = 10). Las figuras 4.3, 4.4 y 4.5 muestran el proceso y los resultados
de interpolar un conjunto de datos distribuidos uniformemente.

Como podemos ver, en la figura 4.3, los puntos del conjunto de datos estan distribuidos
en forma uniforme, tal como vemos en la tabla 4.3.

Al aplicar una interpolacion tradicional, por ejemplo, la Interpolacion Baricéntrica de
Lagrange, obtenemos la curva de la figura 4.4.
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Figura 4.3: Conjunto de puntos distribuidos uniformemente.

F @® Datos
L — Interpolacién polinomial

© ® O A NO®OAENONDOD®ON

NP RRPEREREOOODOO GG O K K

[¢] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 4.4: Curva obtenida por interpolacion por Lagrange.

Como primera apreciacion, la curva obtenida muestra una forma en los extremos que no
parece corresponderse con los datos. Es més evidente en el extremo izquierdo que en el derecho.
En cambio, en la zona central, la interpolaciéon polindémica parece corresponderse mejor con esos
datos. Podriamos dibujar una aproximacién maéas «intuitiva», como vemos en la figura 4.5 con
color azul.

. ) Datos
L —— Interpolacién polinomial
- — Aproximacion intuitiva

©® ® 0 B NO®OAENONIMOD DN

NP RREREREOOO®O OO0 O R 1

] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 4.5: Interpolacion grdfica «intuitivas.
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La diferencia en los extremos es notable. Entre xg y x1, la interpolaciéon polindémica
aproxima valores negativos, en tanto que la interpolacién grafica «intuitivay, valores positivos.
Podemos decir que la interpolacion polinémica no resulta muy confiable para estimar o aproximar
valores en los extremos, con lo cual pierde efectividad. Estas oscilaciones que aparecen en los
polinomios de mayor grado cuando los datos estan distribuidos uniformemente se conoce como
Fenomeno de Runge. Veamos una forma de utilizar polinomios pero que evitarlo.

4.6. Interpolacién por Trazadores ciibicos o «splines»

Supongamos que en lugar de proponer interpolar los datos de la tabla 4.1 mediante un
solo polinomio que pase por todos los puntos, lo hagamos mediante segmentos de curvas, en este
caso con polinomios de tercer grado, denominados Trazadores cibicos. Definamos las curvas de
la siguiente forma:

Si(x) = a; + bi(x — ;) + ¢i(x — JJ,‘)Z +di(x — a:i)?’, (4.45)

con i = 0;1;...;m — 1. Observemos que tenemos cuatro constantes para cada polinomio pero
disponemos solamente dos datos en el tramo considerado. Debemos agregar condiciones para
poder armar nuestra curva interpolante. Al no disponemos de méas datos, vamos a imponer que
las curvas cumplan con estas condiciones:

1. Si(z;) = f(z;) para cada i = 0;1;...;n;

2. Siy1(wiv1) = Si(zi41) para cada i =0;1;...5n — 2;

w

- S (@ir1) = Sj(wiy1) para cada i = 0;1;...;n — 2;
4. S 1 (xiy1) = S} (w441) para cada i = 0;1;...;n — 2;
5. Alguna de las siguiente condiciones de borde:

a) S§(xo) =S/ _y(xn) = SV(z,) = 0 (frontera libre);

b) Si(zo) = f'(x0) =y Sh_1(xn) = S, (xn) = f'(z,) = B (frontera sujeta).

La primera condicién nos asegura que las curvas pasen por los datos, en tanto que las tres
condiciones siguientes aseguran la continuidad del conjunto de curvas tanto para las funciones
Si(z) como para sus derivadas primera y segunda.

Para obtener cada polinomio, empecemos por plantear las condiciones definidas arriba.
En primer lugar, como S;(x;) = f(x;), tendremos que:

Sl(l‘z) = a; = f(:L‘z) (4.46)
Al aplicar la segunda condicién tenemos que:
air1 = Sip1(®ig1) = Si(@ig1) = ;i + bi(wip1 — ) + (@1 — 0)° + di(wigr — 2)°,  (4.47)

para cada ¢ = 0;1;...;n — 2. Para simplificar la notacion definamos que h; = (2,41 — x;), y que
an = f(zy). Entonces nos queda que

ai+1 = a; + bh; + Cih? + dih?, (4.48)

es valida para cada i =0;1;...;n — 1.
En forma analoga tenemos que

Si(xi) = by, (4.49)

- Pag. 106 - Resumen de las Clases Tedricas Revision: 11/2021



Analisis Numeérico 4. INTERPOLACION DE CURVAS

por lo tanto, también se cumple que
biy1 = b; + 2¢c;h; + Bdih?, (4.50)

es valida para cada i = 0;1;...;n — 1.
Finalmente, tenemos que
S (x;) = 2¢;. (4.51)

Como se cumple que ¢, = S (x,)/2, nos queda que:

Ci+1 = G + 3dihi, (4.52)
una vez més, para cada ¢ = 0;1;...;n—1. Si despejamos d; y reemplazamos en las dos expresiones
anteriores, nos queda:

h2
ai+1 =a; + bih; + §(2Ci + Cit1), (4.53)
biv1 =b; + hi(ci + cit1), (4.54)

para cada i =0;1;...;n — 1.
En la primera ecuaciéon podemos despejar b;, que resulta ser
i1 — i
b = % — 25(2¢i + ¢iz). (4.55)
i 3
Si usamos 4.54 para obtener b; en vez de b;y1 y utilizamos 4.55 para obtener b;_1, nos
queda

Qi1 —ai  hi a; —aji—1  hi—q

I 3 (2¢i + civ1) = . 3 (2¢i—1 4+ ¢i) + hi—1(ci-1 +¢;)  (4.56)
3 3
hl;lcl;l + Q(hl;l + hi)Ci + hiciJrl == F(ai+1 - ai) — T (al- — ai,l), (4.57)
i i—1

para cada i =1;2;...;n — 1.
Ahora nos falta determinar si con este esquema podemos obtener un resultado tnico para
los valores de ¢;. El siguiente teorema nos lo asegura:

Teorema 4.3. Sea fena=1x9<x1 < ... <z, =b, entonces f tendra un interpolante tinico
de frontera libre o natural en los nodos xg; x1;...; Ty.

Demostracion Si la curva es de frontera libre o natural, entonces se cumple que S{(a) =0y
" 1 (b) = 8/(b) =0, por lo tanto tendremos que

n—1

Sqlml(xn)
n=—g =0

Y que
0= Sg(l'o) = 2¢co + 6d0((13() — .%'0) = ¢co = 0.

En consecuencia, nos queda un sistema de ecuaciones de la forma Ax = B con

1 0 0 0 |
ho  2(ho + h1) hy
A0 hi 2(hy + hy)  ho ’
. . . 0
: . . Pz 2(hn2+ hn_1) hn1
0 . . 0 0 1
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_ 0 B
h%(aQ—al)—h%(al—ao) o
c1
hng,l (an = an—1) — %(an—l — an-2)
0 Ln]

Este sistema de ecuaciones lineales tiene solucién tnica, lo que nos asegura que existe un
so6lo conjunto de valores ¢; y, en consecuencia, un solo conjunto de curvas S;(z). Una vez obtenidos
los valores de los ¢;, podemos hallar los restantes coeficiente, b; y d; con las expresiones ya vistas:

Citl — G
4, = GG
i 3h; s
Qi1 — a; h
b, = HTZ - 5(2% + ¢it1),

con lo que obtenemos las S;(x) curvas o polinomios que interpolan los datos.
Para el caso de los Trazadores ciibicos con frontera sujeta tenemos el siguiente teorema.

Teorema 4.4. Sea fena=1z9 < 1 < ... < x, = b, y diferenciable en a y en b, entonces f
tendra un interpolante tinico de frontera sujeta en los nodos xg; x1;...;Tp.

Demostracion Puesto que conocemos f’(a) = f'(x¢), tenemos que

ap —a h
bo = f'(a) = f'(x0) = = = (20 + 1),
ho 3
vy nos queda que
2hoco + hocy = 3 |:alh_a0 — f’(a)] .
0

Anélogamente, tenemos que
f/(b) = f/([L‘n) = bn = b’l’L—l + hn_l(cn_l + C,n)7

que podemos escribir como

ap — Qp— Ry
f'(b) = - !_ : L(2¢n_1 + cn) + A1 (cn_1 + cn)
n—1

vy que nos deja la siguiente ecuacion:

an — An—1

hp—1cn—1 — 2hp_1cp, = 3 f/(b) - A
n—1

En consecuencia, nos queda el siguiente sistema de ecuaciones

[2h0 ho 0 0
ho  2(ho + h1) ha
A0 hy 2(h1 4+ hg)  hs |
' 0
hn72 2(han + hnfl) hnfl
i 0 0 hp_1 2hn_1_
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i al—ag ! T
3 ho f (a) - -
3 3 Co
ar(a2 —a1) — 75 (a1 — ao)
C1
B = s y xTr =
3 3
Fon—1 (an - anfl) I (anfl - anf2) c
n
/ an—an—1 -
L 3 [f (b) T hp-1 ] ]
Como en el caso anterior, el sistema de ecuaciones lineales tiene solucién tnica, es decir,
existe un tnico vector cg, c1, ..., ¢,, y consecuentemente, un sélo conjunto de curvas S;(x).

En cuanto al error que cometemos al interpolar una curva utilizando Trazadores cibicos,
para el caso con frontera libre podemos expresarlo como

, B < 2 ,
a?f%{b'f(x) S(az)] - 384M0§I?§a5£1

Bl (4.58)
donde S(x) es el conjunto de las S;(x) curvas, M = (&) con £ € [xo;2n] ¥ hi = w41 — 4. Sin
embargo, cuando se utiliza este caso, el orden del error en los extremos es proporcional a \hi\2 y
no a |hi|4, por lo que no siempre es bueno aplicar el caso de frontera libre o natural.

Finalmente, existe un tercer caso cuando no conocemos las derivadas extremas (f’(a) y
f'(b)), denominado aprozimacion sin un nodo 3, en el cual se considera que dy = dy vy dy_2 =
dn—1, que es lo mismo que considerar que Sp(z) = Si(z) y Sp—2(x) = Sp—1(x), lo cual también
introduce un error en los extremos del orden de |hi|2.

Para este tltimo caso tenemos lo siguiente:

c1 =co+3dohy = do= e (4.59)
3hg
co=c1+3dihy = di= ©2—a . (4.60)
3hy
Como dy = dj, entonces
C1 — ¢ Cy — C1
= 4.61
3hg 3hy ( )
hic1 — hicy =hgea — hoca, (4.62)
lo que nos deja la siguiente expresiéon para la primera fila del sistema:
hico — (ho 4+ h1)er + hoea = 0. (4.63)
Anélogamente, para d,_o v d,—1 tenemos algo similar:
Cp—1 = Cpn—2 + 3dn,2hn,2 = dn,Q = M (464)
3hn72
Cn = Cn-1+3dpn—1hpn—1 = dp—1 = M, (4.65)
3hn—1
con las cuales obtenemos la ultima fila del sistema:
hn—1Cn—2 — (han + hnfl)cnfl + hy—2c, = 0. (466)

3Algunos textos denominan a esta aproximacién como condicién no un nodo, por la expresiéon en inglés not a
knot approximation.
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Asi, el sistema queda como:

_hl —(h0—|—h1) hg 0
ho  2(ho + hi) h :
A— 0 h1 2(hy + h2)  he ’
0
: : : hn—2 2<hn—2 + hn—l) hn—l
i 0 . R hp_1 *(hnfg + hnfl) hn,Q_
i 0 1 -
%(az—al)—%(al—ao) 2
B = ,yx =
hn3—1 (an — an—l) - hn372 (an—l — an_g) c
L 0 | -

Esta variante de la interpolacién mediante Trazadores cibicos es poco usada porque tiene
muchas mas indefiniciones que la de frontera libre o natural.

1.2
1.0
0.8
0.6
0.4
0.2
0.0
-0.2
> -0.4
-0.6
-0.8
-1.0
-1.2
RETR @® Datos
-1.6 | —— Interpolacién polinémica
-1.8F —— Interpolacién por Trazadores ctibicos (frontera libre)
-2.0L 1 L L L L L L 1 1 1
] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

X

(a) Frontera libre

- ® Datos
L Interpolacién polinomica
— Interpolacién por Trazadores ciibicos (frontera sujeta)

NKERRRERRPERE OO0 OO0 O R L
© 0O ANO®ORENONROD BN

¢} 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X

(b) Frontera sujeta

Figura 4.6: Interpolacion por Trazadores cibicos o «splines.

Para verificar que la interpolacion por Trazadores cibicos arroja mejores resultados que
la interpolaciéon polinomial para datos uniformemente distribuidos, veamos las curvas que hemos
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obtenido aplicando los dos casos, frontera libre y frontera sujeta, asumiendo que conocemos las
derivadas primeras en los puntos extremos para el caso de frontera sujeta, para el conjunto de
valores de la tabla 4.3.

En la figura 4.6(a) vemos que la aproximacion por Trazadores cibicos con frontera libre es
bastante buena con excepcién del ultimo segmento, que no se parece al «intuitivo». En cambio, en
la figura 4.6(b), la aproximacion completa es mucho mejor y es practicamente igual a la hecha en
forma «intuitivay. Pero al compararla con la aproximacion polinomial tradicional, la diferencia de
las dos es casi despreciable respecto de las oscilaciones de la interpolacién polinomial tradicional.
Por eso los Trazadores cibicos suelen ser muy eficiente como procedimiento de interpolacion.

Nos queda pendiente qué hacer cuando no conocemos las derivadas primaras en los puntos
extremos. Veremos en el capitulo 6 como aproximar esas derivadas.

4.7. Interpolacion o Método de Hermite

Hay casos en los que disponemos de més datos para interpolar o generar una funcion
que represente esos datos. Por ejemplo, supongamos que para una particula que se desplaza
conocemos los siguientes datos: el instante t;, la coordenada de la trayectoria y; y la velocidad
v;, para ¢ = 0;1;...;n. En este caso ademas de los valores de f(¢;) conocemos también los de
f'(t;) pues v; = f'(t;). Por lo tanto nuestra tabla original podria ser reescrita como (tabla 4.4):

Tabla 4.4: Datos incluyendo la primera derivada

to | Yo | vo
ti1 |y | n
la | y2 | v2
i3 | ys | v3

Es evidente que contamos con mas informacién para construir nuestro polinomio inter-
polante. En efecto, de disponer de solo cuatro valores asociados a nuestros puntos (en este caso,
el instante ¢;), pasamos a tener ocho valores. Si queremos utilizar todos los datos disponibles, en
lugar de interpolar con una curva de tercer grado, podemos usar ahora un polinomio de grado
siete (7), pues tiene ocho coeficientes, a saber:

y(t) =ag+ai t+ag t> 4+ a3 t> +ag t* + a5 t° +ag t5 + a7 t7, (4.67)
y del cual podemos hallar la primera derivada:
v(t) = o' (t) = a1 + 2ag t + 3ag t> + day t2 + 5as t* + 6ag t° + Tay 1°. (4.68)

Al igual que al principio, podemos reemplazar cada uno de los valores en las dos funciones,
con lo cual obtendremos un sistema de ocho ecuaciones con ocho incégnitas, sistema que puede
resolverse sin problemas. Cuando conocemos el valor de la funcién en el punto como asi también su

derivada, la interpolacién se denomina Interpolacion o Método de Hermite. El siguiente teorema
lo define.

Teorema 4.5. Sea f € Clla;b] y sean x;x1;...;2, € [a;b] distintos, el polinomio tinico de
menor grado que concuerda con fy f’ en xg;x1;...;x, es el polinomio de Hermite de grado a
lo sumo 2n + 1, que esta dado por la siguiente expresion:

H2n+1(x) = Z f(xz)Hn,z(I) + Z f,(l'l)ﬁn,l(x)’
i=0 1=0
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donde
Hyi(w) = [1 = 2(z — 23) Ly, ()] L (@),

Hyi(z) = (z — wiﬂ’%;i@%

donde Ly(x) es el i—ésimo polinomio de Lagrange de grado m. Si ademas f € C2+2(q; b],
entonces se cumple que

r—x 2... r—T 2
o) = Hypia(o) + L= E 20 g2,

con & tal que a < £ < b.

Demostraciéon Primero, recordemos que
1 siz=u
9
Lp;i(x) = . .,
0 siz=u=xjconj #1,

por lo tanto, tenemos que:
ani(l‘j) =0A Hn,i(xj) =0,

para j # i, en tanto que

Hyi(xi) = [1=2(x; = 20 Ly ()| L () = [1 = 2(0) Ly ()] - 1% = 1,

y
ﬁm(xz) = ( — .%'Z)L2 ( ) = (a;z — l’z) . 12 =0.
Entonces, nos queda que:
H2n+1 xz Zf wz n;i xz Z f/(xz)ﬁn,z(wz) = f(wz) + Z f/(wz) 0= f(xz)7
i=0 i=0
para i = 0;1;2;...;x,, es decir Hopiq(x () en los puntos dados.

) =
Demostremos ahora que Hy,,  (x)
i.

se cumple que H), i(zj) =0 cuando j #

f
= f'(z). Como Ly;(x) es un factor de H}, (), entonces
Sij

= 1, tenemos que
H?’?,;j(x ) -2 L2 ( ) + [1 + 2( fI?j)L/n;j((IZj)]QLn;j(.%'j)Ln](.%'])

o sea, H) .(z;) = 0 para todas la j e 1.
Por otro lado, observemos que

Hyi(x5) = L3 i(25) + (a7 — 20)2Lns(25) L ()
= Lunii(25)[Lnsi () + 2(z5 — 2:) Ly (2;)];
y en consecuencia, cuando j # ¢ tendremos que:
ﬁ':zz(xj) = L%;i@j) + (2 — i)2Ln;i(75) Ly (x) = 0+ 0 =0,
pues Ly.i(xz;) =0, y cuando j =1

Hjj(27) = L2 5(a5) + (2 — 2)2L0ss () Ly () = 12 40 = 1.
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Si combinamos ambos casos tenemos
n
Hjpy1 () Z f(ag)Hy i (25) + Z f' (@) Hy(25)
i=0
n
Z )0+ f'(xj) 1= 0+ f(2;) = f'(z)),
=0
entonces Hopy1(x) = f(x) y Hy, 1 (x) = f'(x) para xo,x1,...,T,.
En realidad, la Interpolacion o Método de Hermite es un caso particular de los denomi-
nados polinomios osculantes, cuando m; = 1. Veamos la siguiente definicién.

Definicion 4.1. Dados zg, x1, . . ., Ty, todos distintos y los enteros no negativos mqg, mq, . . . , My,
se denomina polinomio osculante que aproxima una funcién f € C™[a,b] donde se cumple que
m = max {mg, m1,...,my} y z;[a,b] para cada i = 0;1;...;n, al polinomio de menor grado que
concuerda con la funciéon f y con todas sus derivadas de orden menor o igual m; en x; para cada
i =0;1;...;n. El maximo grado de este polinomio es

M:zn:mi + n,
=0

pues el nimero de condiciones que debe cumplir es

n
Zm,—Fl z:mZ + (n+1),
i=0

y un polinomio de grado M tiene M + 1 coeficientes.

Esto quiere decir que ademés de las derivadas primeras podemos tener las derivadas se-
gundas, terceras, etc., para armar el polinomio interpolante. Con esos datos (inclusive puede
ocurrir que contemos con datos parciales de las derivadas), el procedimiento visto para la in-
terpolaciéon de Hermite se puede ampliar para obtener curvas que tengan segundas o terceras
derivadas, si bien esto no resulta tan sencillo de implementar. (Para més detalles, ver [3].)

Volvamos al Método de Hermite. Como estd basado en los polinomios del Método de
Lagrange, si se agregan datos, el método tiene las mismas desventajas que el de Lagrange, porque
deben repetirse todos los céalculos para obtener el nuevo polinomio interpolante.

Pero tal como vimos para ese método, existe también una forma alternativa de armar el
polinomio buscado aplicando el Método de Newton, que nos permite desarrollarlo con la siguiente

formula:
k—1

P, (x) :f(xo)—I—Zf(xo;l‘l;...;xk)H(az—xj). (4.69)
k

J=0
Dado que conocemos los valores de la derivada primera, debemos redefinir nuestra su-
cesion de datos. Por ejemplo, si tomamos los datos de la tabla 4.4, nuestra nueva sucesién de

puntos es to; to;t1;t1;ta; to; t3; ts, es decir, definimos una nueva sucesion zg; 21; . . . ; 22n+1 tal que
22; = R22i+1 — ti, (4.70)
con i = 0;1;2;...;n. Como con esta nueva sucesion no podemos definir f(z9;, z9;+1) de la forma

vista anteriormente, resulta conveniente definirla aprovechando que conocemos f’(29;) = f’(x;),
con lo que aprovechamos los datos conocidos. En consecuencia, podemos construir la tabla 4.5
con los coeficientes para armar el polinomio segin el Método de Newton.

Construida nuestra tabla, el polinomio de Hermite lo obtenemos de la siguiente manera:

2n+1 k—1
Honi1(z) = f(z0) + > | fz0. 21, 2) [J(2 = 2) ] - (4.71)
k=1 Jj=0
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Tabla 4.5: Interpolacion de Hermite aplicando el Método de Newton

|z | f(z) | f(zi,2i41) | £(2i,2i41,Zi2) | £(2i %41, Zir2, Zits) |
20 =20 | f(20) = f(70)
f(20,21) = f'(w0)
z1 =10 | f(21) = f(20) f(z0, 21, 22)
f(z1,22) f (20,21, 22, 23)
z =11 | f(22) = f(71) f(z1, 22, 23)
f(z2,23) = f'(21) f(21, 22, 23, 21)
zz =1 | f(z3) = f(21) f(22, 23, 24)
f(23,24) [ (22, 23, 24, 25)
zy =3 | f(24) = f(22) f(2z3,24,25)
f(z4,25) = f'(22) f (23, 24, 25, 26)
z5 =x2 | f(25) = f(22) f(24, 25, 26)
f(z5, 26) [ (24, 25, 26, 27)
z6 =3 | f(26) = f(w3) [ (25, 26, 27)
f(z6;27) = f'(x3)
zr =3 | f(27) = f(x3)

De manera similar a lo visto para el Método de Lagrange, el error al aplicar el Método de
Hermite es funcién de los puntos usados para dicha interpolacién, que se expresa asi:

(2n+2) n
E(x) = M [[@—=)*. (4.72)

!
i=0

Si aplicamos esto a nuestros datos originales de la tabla 4.4, obtendriamos un polinomio de
grado 7. En el caso de muchos puntos, el grado del polinomio interpolante crece muy rapidamente,
lo que complica su obtencién. Es por eso que el Método de Hermite no suele usarse de esta forma,
sino como parte de una interpolaciéon por segmentos de curva, similar al caso de los Trazadores
ciubicos. Asi, para cada intervalo entre puntos sucesivos tenemos cuatro datos que podemos
utilizar para interpolar valores. Veamos como aplicarlo a nuestra tabla 4.4.

Para armar la curva que interpola entre tg y t1, contamos con los valores de yg, y1, vo
y v1, con lo cual podemos armar un polinomio de Hermite de tercer grado que cumpla con las
condiciones Hg(to) = f(to) = Yo, Hg(tl) = f(tl) = Y1, Hé(to) = f/(to) =Yy Hé(tl) = f/(tl) =
v1. Lo mismo podemos hacer entre t; y to, y para el intervalo t2 y t3. Tendremos, entonces,
cuatro polinomios de Hermite para todo el intervalo, a saber, Hi.(t), Hy.1(t), Hi.o(t) y Hia(t).
Los polinomios resultantes son:

Hl;o(t):[l—Q(t—to) ! ](t_“>2 (4.73)

to—t1| \to — 1t
1 t—to\

Hi1(t)=|1-2(t—1 4.74

)= |12 -2 | (£22) (4.74)

2
o) =t - ) (1) (4.75)

to —t1

2
Ha) = - 1) (=) (4.76)

t — to

Como ademas se cumple que Hz;(ti+1) = Haiv1(tiv1) v Hy;(tiv1) = Hj ;4 (tig1), tene-
mos continuidad para la curva y su primera derivada. Podemos armar una curva con segmentos
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de curvas de tercer grado, que puede representar a la funciéon y a la primera derivada, sin tener
que preocuparnos por los efectos negativos de las oscilaciones no deseadas en los extremos?.
También podemos armar este polinomio aplicando el Método de Newton adaptado, a

partir de la siguiente tabla:

Tabla 4.6: Interpolacion Hermite segmentada aplicando el Método de Newton

[ z I f(z) [ f(Zi,Zi+1) If(zi,zi+1,zi+2) [f(zi7Zi+17Zi+2,Zi+3) ‘

f(z0,21) = f'(t:)
2=t | flz)=f(t:) f (20, 21, 22)
f(z1, 22) f (20, 21, 22, 23)
2o =tiv1 | f(22) = f(tit1) f(z1, 22, 23)
f(22,23) = f'(ti+1)

A partir de la tabla 4.6, el polinomio de Hermite segmentado lo armamos de la siguiente
manera:

Hs(t) =f(20) + f(20,21)(t — 20) + f(20, 21, 22)(t — 20)(t — 21)+

(4.77)
+ f(ZO, 21, 22, Zg)(t — 20)(t — Zl)(t — ZQ),

que podemos escribir asf:
Hy(t) = f(t:) + /() (E = ti) + f (tir tir tigr) (= t0)2 4 f (b tis tigrs tigr) (8 —)°(E = tiga), (4.78)

donde:

fltistivr) — f'(t)

f(tististiva) = ot (4.79)
ftistiva,tiva) = fl(tiﬂtlr_l i(;“ e ’ (4.80)

y
fistitiva, tiv1) :f(ti’ tis,tivr) = S (bt tiH). (4.81)

tiv1 — 1

Al igual que para el caso de la interpolacion completa, el error cometido en una interpo-
lacién segmentada es proporcional a la derivas 2n + 2 de la funcién. En este caso, puesto que solo
armamos una curva entre ¢ e ¢ + 1, el error en cada tramo esté dado por la siguiente expresion:

) 4
h) = ——=*max(h;),
con & € [20;Tn] ¥ hi = iy1 — ;.
De todos modos, como para poder armar este tipo de curvas debemos conocer los valores
de las derivadas en cada punto, algo que no siempre estid disponible, usar estos segmentos de

curvas con polinomios de Hermite no siempre resultan ser una solucién aplicable.

1Esta interpolacion se usa en el método de los elementos finitos para generar las funciones de forma en los
elementos de viga.
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4.8. Interpolaciéon por el método de Akima

A fines de los afos 60 el uso de las computadoras empez6 a generalizarse en muchos
dmbitos dedicados a la investigaciéon y desarrollo. En ese contexto, atn algunas tareas seguian
haciéndose de manera manual. Una era la construccién de curvas que pasaran por un conjunto de
datos, es decir, una forma de interpolar datos en forma manual sin ayuda de la computadora. Un
investigador, H. Akima, prob¢ interpolar conjuntos de curvas utilizando los métodos tradicionales
de la época, entre ellos, la interpolaciéon polinomial tradicional y los trazadores ciibicos. Sin
embargo, los resultados no siempre le satisfacian, pues no coincidian con las curvas que los
ingenieros o cientificos dibujaban a mano. Esas diferencias generalmente consistian en oscilaciones
entre puntos sucesivos que intuitivamente se veian claramente fuera de lugar. °

Segun Akima, cuando alguien dibujaba una curva a mano, el forma surgia de considerar
solamente la informacion local y no el conjunto completo de datos. Asi, tanto la interpolacion
polinémica tradicional como los trazadores ciibicos usaban el conjunto completo de datos para
obtener los coeficientes del o los polinomios. Esto hacia que las curvas no representaran correc-
tamente a los datos.

Se concentrd en investigar un método que se pareciera a los Trazadores ciibicos pero
que solamente usara datos locales. Encontré que un tipo de Trazadores cibicos podria ser la
interpolaciéon por Hermite segmentada. Pero su idea era un método para interpolar conjuntos de
datos que no incluyeran la primera derivada. Para salvar esta falta, Akima propuso aproximar
esas derivadas. Una forma usual de hacer esto era mediante una aproximaciéon de la pendiente de
cualquier punto mediante dos puntos adicionales, uno a cada lado del punto en anélisis. Como los
resultados no eran muy satisfactorios, Akima propuso aproximar la primera derivada de cualquier
punto (salvo los extremos) con ayuda de cuatro puntos adicionales, dos a cada lado.

Figura 4.7: Interpretacion geométrica de la aprorimacion de la pendiente.

Esta aproximacion la hizo mediante un razonamiento geométrico (como puede verse en
la figura 4.7 adaptada de [1], donde el segmento C'D es la pendiente aproximada del punto i),
lo que le permiti6é generalizar esta aproximacién para cualquier caso y para cualquier sistema
de coordenadas. Como aproximacién de las derivadas primeras de todos los puntos intermedios
propuso la siguiente expresion:

o |mip1 — my| mi—1 + |mi—1 — mi_a|m;
;=

|1 — mg| 4+ |mi—1 — mi_a]

donde m;_o, m;—_1, m; y mi;1 son las pendientes de los segmentos que unen los puntos (z;—2, y;—2)

Y (i1, %i-1), (Tie1,¥i-1) ¥ (i, ¥i), (i, 9i) ¥ (@iv1,Yiv1), ¥ (Tiv1, Yir1) ¥ (Tit2, Yir2), respecti-
vamente. Con esta definicion de la pendiente del punto (z;,y;) obtenemos los siguientes casos:

1. Cuando m;_o = m;_1 y m; # mjy1, entonces t; = m;_1;

SEl programa SMath Studio incluye el método de Akima como uno de los tres métodos de interpolacién que
dispone. Los otros dos son la interpolacion lineal segmentada y los Trazadores ctibicos o «splines».
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2. Cuando m;_o # m;_1 y m; = mjy1, entonces t; = m;;
3. Cuando m;_1 = m;, entonces t; = m;_1 = m,;.

Existe un caso que no puede ser resuelto en forma directa: aquel en el que m;_o = m;_1 #
m; = m;+1, pues la pendiente queda indeterminada. Esto fue resuelto por Akima proponiendo

que

m;—1 +m;
t; = 2 )

al que consider6 como cuarto caso.

4.9. Notas finales

Hemos visto diferentes métodos para interpolar valores a partir de datos discretos usando
funciones polinémicas completas, como son los métodos de Lagrange, de Newton y de Hermite, y
también la interpolacién mediante segmentos de curvas, como es el caso del método de Hermite
fragmentado, el de los Trazadores cubicos y el de Akima. Dentro de este ultimo conjunto esta
también el método de interpolacion lineal por segmentos, cuyas funciones se obtienen utilizando el
Método de Lagrange tradicional entre dos puntos. Asi, los dos polinomios de Lagrange necesarios
son:

r — X
Lyo(z) = ——-
To — T
Tr — X
Lia(z) = —,
1 — Xo

donde xg es el punto inicial y x1 el punto final de la interpolacién. Con estos dos polinomios, el
polinomio completo de Lagrange resulta ser:

Pi(x) = f(zo)L10(z) + f(21)L1.1(x)

= flao)y -+ fan) = fla) = fo)
_ fl@) — flzo)  flz1)zo — flao)za
o — 1 — X0 '

Ademas de los métodos vistos, existen otros méas complejos que mejoran nuestra apro-
ximacion de valores intermedios, pero que suelen ser también méas dificiles de implementar y
con mayor costo computacional. En particular, para ciertas curvas que no pueden ser definidas
mediante polinomios contamos con curvas paramétricas denominadas curvas de Bezier. (Para
maés datos, véase [3].)

Otro caso es el uso cada vez més generalizado de la Transformada Rdpida de Fourier
como procedimiento para interpolar datos usando funciones trigonométricas.

Respecto a la Interpolacion Baricéntrica de Lagrange, Berrut y Trefethen (véase [20])
sefialan en su articulo que resulta curioso que el método no figure en ningin libro de texto de
analisis numérico como alternativa al método tradicional, teniendo en cuenta la simplicidad del
mismo para ser implementado en una computadora.

Por dltimo, resulta interesante observar que las hojas de calculo y el diseno asistido por
computadora (CAD por sus siglas en inglés) hace un uso intensivo de la interpolacion fragmentada
(o segmentada), con las «spline», y las curvas paramétricas (curvas de Bezier). Las primeras son
usadas en programas como el AutoCAD®, en tanto que las segundas, en programas como el
Corel Draw®, LibreOffice Draw o similares. Por tal motivo, resulta tutil conocer los fundamentos
matematicos de cada una de ellas.
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Figura 4.9: Cuadro de didlogo del MS FExcel 2016 para «Linea suavizadas.

Un caso interesante en el uso de interpolacién con segmentos de curvas es la version
6.2 del programa LibreOffice Calc 9, la planilla de calculo del paquete de distribuciéon gratuita
LibreOffice®. Para graficar curvas suavizadas aplica la interpolacién mediante trazadores ctibicos
0 «splinesy, si se quiere que las curvas pasen por los puntos, o mediante «B-splines» si lo que se
quiere es que que las curvas tengan una forma determinada. Ambas opciones estan disponibles
en el cuadro de control de la curva, como se puede ver en la figura 4.8. No ocurre lo mismo
en el MS Excel® (figura 4.9), al menos hasta la version 2016, pues la graficacion de la curva
suavizada es hecha mediante un algoritmo no especificado, ni es posible ajustar la densidad de

puntos adicionales para dicha representaciéon grafica.

Ejercicios
Métodos de Lagrange tradicional y baricéntrico

1. Mediante la aplicacién del Método de Lagrange tradicional:

SEste paquete de oficina gratuito se puede bajar en: http://es.libreoffice.org/.
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a) Obtenga f(8,1), f(8,4) y f(8,5) a partir de los siguientes datos:

x| 80 | 83 | 86 | 87
f(z) | 16,94410 | 17,56492 | 18,50515 | 18,82091

b) Obtenga f(—0,6), f(—0,4) y f(—0,333333) a partir de los siguientes datos:

« | -07 | -05 | 025 | 0
) | —0,07181250 | —0,02475000 | 0,33493750 | 1,10100000

c) Obtenga f(0,15), f(0,25) y £(0,35) a partir de los siguientes datos:

z | 0,1 | 0,2 | 0,3 | 0,4
) | —0,62049958 | —0,28398668 | 0,00660095 | 0,24842440

d) Obtenga f(1,03), f(1,09) y f(1,12) a partir de los siguientes datos:

z | 1,00 | 1,05 | 1,10 | 115
f(z) ] 0,1924 | 0,2414 | 0,2933 | 0,3492

2. Verifique los resultados del ejercicio anterior aplicando el Método de Lagrange Baricéntrico.

Método de de las diferencias divididas de Newton

1. Aplique el Método de las Diferencias Divididas Progresivas de Newton con los datos del
punto 4.9 para aproximar los siguientes valores:

a) f(8,2) y verifique f(8,4) v f(8,5).

b) f(—0,2) y verifique f(—0,6) y f(—0,333333).
c) f(0,15) y verifique f(0,25) y f(0,35).

d) f(1,06) y verifique f(1,09) y f(1,12).

2. Aplique el Método de las Diferencias Divididas Regresivas de Newton para verificar los
resultados obtenidos en el punto anterior.
Trazadores ctbicos

1. Verifique los resultados de los ejercicios anteriores aplicando el Método de los Trazadores
Ctbicos con frontera libre.

2. Construya un polinomio interpolante mediante Trazadores Chibicos de frontera libre para
aproximar f(x) = e~ tomando los siguientes valores:

[0; £(0)], [0,25; £(0,25)],  [0,5; £(0,5)],  [0,75; £(0,75)] v [1,0; f(1,0)].

3. Repita el ejercicio anterior pero agregue como informacion f/(0,0) y f/(1,0) para construir
una aproximacion con Trazadores Cubicos con frontera sujeta.
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z 1,0 1,2 14 | 16
flx) | 1,35 1,45 | 1,55 | 1,65
#(z) | —0,0004 | 0,0005 | 0,001 | 0

Meétodo de Hermite

1. Obtenga el valor de f(1,1 y de f(1,35) aplicando el Método de Hermite con los siguientes
datos:

—T

2. Obtenga un polinomio interpolante para aproximar f(x) = e~ % aplicando el Método de

Hermite con los siguientes datos:

x 0 0,25 0,50 0,75 1,0
f(x) | f(0) | f(0,25) | f(0,50) | £(0,75) | £(1.0)
f'(@) | £1(0) | f(0,25) | £'(0,50) | f(0,75) | £'(1.0)

3. Con los datos del punto anterior obtenga un polinomio interpolante aplicando el Método
de Hermite Segmentado.
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Capitulo 5

Mejor aproximaciéon y ajuste de
funciones

5.1. Mejor aproximacion

5.1.1. Introduccion

Uno de los problemas que suele tener que resolver un ingeniero es el de armar una funcion
que ajuste datos obtenidos experimentalmente. En el capitulo 4 (Interpolaciéon) nos ocupamos
de generar funciones polindémicas (aunque podrian haber sido de otro tipo) para representar y
graficar una curva que pase por los datos mediante varios procedimientos o métodos que dependen
de la cantidad de datos disponibles y de como estan distribuidos. En todos los casos, una de las
condiciones fundamentales es que los puntos x; sean distintos. ;Qué hacemos cuando esto no
es asi, cuando la cantidad de puntos exceden la capacidad de armar polinomios interpolantes o
cuando los puntos que usaremos son aproximaciones de los valores reales?

Supongamos que tenemos una serie de datos empiricos obtenidos en laboratorio, tales que
el conjunto de datos no cumple estrictamente que los x; sean distintos, con lo cual para un mismo
x; tenemos varios valores de f(z;). (En realidad suele suceder que aunque los z; sean distintos,
varios x; sean suficientemente cercanos como para considerarlos iguales.) O que la cantidad de
datos disponible resulte tan grande que generar un polinomio tradicional sea muy poco practico.
Lo que necesitamos, entonces, es una curva que ajuste lo mejor posible los datos que disponemos,
o sea, que el error entre los puntos y esa funcion de ajuste o aproximacion sea el menor posible,
sin que la curva pase por los puntos dato.

Existe una forma de estimar este error. Supongamos que efectivamente se cumple que los
x; sean distintos, que xo < 1 < ... < x, para los cuales conocemos f(xg), f(x1), ..., f(xn).
Asumamos que la aproximacion la haremos con una funcién que definiremos de la siguiente

manera:
m

g(x) = codo(®) + c161(2) + ... + emm(x) = Y cithi(x), (5.1)

1=0

donde m < n, es decir, tenemos menos funciones disponibles que puntos, y las ¢;(z) son lineal-
mente independientes.

Dado que hemos impuesto que la funcién elegida no debe pasar por lo puntos tomados
como dato, buscaremos que el error entre los datos (f(z;))y los g(z;) de la funcion de ajuste sea
el menor posible, plantearemos que

r; = f(x;) — g(x;), para 0 < i < n, (5.2)

es decir, que el residuo, sea minimo. Como se trata de un vector, una forma de analizar este caso
es mediante la norma de vectores (y matrices).
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5.1.2. Error y normas vectoriales

Para obtener una funcién que minimice este residuo, analizaremos que opciones dispone-
mos, a saber:

1. Que la norma uno del residuo sea minima o ||r||; sea minima,
2. Que la norma infinita del residuo sea minima o ||r|| sea minima;

3. Que la norma dos (euclidea) del residuo sea minima o ||r||, sea minima.

La primera norma es buena si queremos eliminar aquellos valores considerados como
desviaciones, por ejemplo, mediciones mal hechas o valores que facilmente puede inferirse como
erroneos. Consiste en minimizar la siguiente expresion:

n n
el =S Il = S (@) — ylao) (5.3)
i=0 i=0

La segunda es un caso de minimo-maximo en la cual tenemos que:

min  max [f(z:) - y(z)]. (5.4)
CONCLye s Cm 05 <

Esto es 1util cuando los valores maximos del error deben ser considerados al momento de
la verificacion.

Ambos casos resultan muy tutiles cuando se trabaja con datos discretos, en los que tiene
suma importancia verificar la exactitud de esos datos, o eventualmente, encontrar errores de
medicién, de transcripcion, etc.

Los dos casos recién analizados, [|r|;, y |rll,, levan a la programacion lineal, materia
que esta fuera del alcance de nuestro curso, y que resultan mucho mas complejos de analizar que
la ultima opcién indicada.

Esta consiste en minimizar la expresion:

n

Ielly = o | D Iral* = | D [F () —y(aa)], (5.5)
=0

=0
0, lo que es lo mismo,
n n
2 2 2
w5 = Iril> = > [f (i) — y(@a)]*. (5.6)
=0 =0
Como nuestra funciéon la podemos expresar asi:

m
y(x) = Zq@-x, (5.7)
§=0
tendremos que la expresiéon a minimizar es
2
n m
E(CO7017-"acm) = Z f(xl) _chqu(xi) s (58)
i=0 §=0

de ahi el nombre de método de los cuadrados minimos, pues lo que se minimiza es el cuadrado
del residuo’.

'El método de los cuadrados minimos fue inventado por Carl Friedrich Gauss en 1801 para estimar la tra-
yectoria del planeta enano Ceres, si bien los fundamentos del mismo ya los habia planteado en 1795. Ceres fue
considerado planeta durante 50 afos (entre 1800 y 1850). Luego fue considerado como un asteroide del cinturén
de asteroides entre Marte y Jupiter. En 2006 fue incluido junto con Plutén (antes el noveno planeta) y los cuerpos
mas recientemente descubiertos Eris, Makemake y Haumea en la nueva categoria de planeta enano. Mas detalles
de la biografia de Gauss estan disponibles en http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Gauss.html.
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5.1.3. Meétodo de los cuadrados minimos

Para obtener que la funcion E(cg, ¢y, ..., ¢n) sea minima, debemos aplicar un concepto

conocido: hacer que P = 0, puesto que E es funcién de los coeficientes ¢;. En consecuencia,

.
J

tendremos que:

n m 2
8—? = i fle) = on drlmi) | | =0
dc;  Ocj P —
) ! g (5.9)
1=0 k=0

que si desarrollamos nos queda:
G—E—Qi f(x-)—ic be(z) | (=6:(2:)) = 0 para j = 0;1;...:m (5.10)
8cj_ v % kzok: k\Lq i\ Li)) =UDP J=Ul.m. :

Al distribuir el producto nos queda:

Z( i) (w:) ch br(zi)0; mz)) =0

=0

S fa)dy(ai) —
=0

n

M§°

cr O(wi)pj(xi) =0 (5.11)

0 k=0

i

3

Ms

n

ek Pr(@)dy(wi) = Y f2i)dj (),

1=0 k=0 1=0

para j = 0;1;...;m. Como podemos intercambiar las sumatorias, finalmente nos queda:

ZCk Z¢k ;) ¢j () Zf zi) (i), (5.12)

para j =0;1;...;m
Avancemos un poco méas. Al desarrollar la sumatoria en i del término de la izquierda, nos
queda:

> brl@i) (@) = drlwo)d;(wo) + dr(21)dj(21) + ... + Sr(wn)dj (2n)- (5.13)
=0

Lo mismo podemos hacer con la sumatoria del término de la derecha, con lo que tenemos

> f@ig(@) = f(w0)ds(x0) + f(x1)j (1) + .. + f(@n)dj(@n). (5.14)
i=0
Para facilitar la notacién, definiremos lo siguiente:
> orlw)dj (i) =(dr, 05) (5.15)
i=0
> f@ooi(x:) =(f,6)). (5.16)
=0
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Entonces, la expresiéon que nos queda es

m
k=0
para j = 0;1;...;m. Ahora desarrollaremos la sumatoria en k, con lo cual obtenemos lo siguiente:
co (G0 ¢j) +c1 (91, 05) + ...+ cm (D, &5) = (f, 05)- (5.18)
Como j = 0;1;...;m, entonces podemos armar m + 1 ecuaciones, lo que finalmente nos deja:

co (¢0,¢0) +c1 (¢1,00) + ... + cm (dm, d0) =(f, P0)
Co <¢07¢1) +c1 ((blv(bl) +...+cm (¢m7¢1) :(fa (bl)

(5.19)
€0 (¢07 ¢m> +c (¢1> ¢m) +...+cm ((Z)ma ¢m) :(f7 ¢m)a
que podemos escribir también en forma matricial como
(¢0:¢0)  (P1.¢0) .. (Pm,0) | [co (f; ¢o)
(G0, 01)  (1.¢1) .. (dm:o1) | | @1 _ (fs¢1) (5.20)

G0 6m) (61.6m) - Gudm)| Lom] L 6m)

Esta matriz resulta ser simétrica, pues (¢;, ¢;) = (¢4, ¢;), y definida positiva. El problema
se reduce a resolver un sistema de ecuaciones lineales cuyas incognitas son los coeficientes cy.
Obtenidos estos coeficientes, los reemplazamos en la funciéon que hemos definido, que sera la que
aproxime nuestros puntos.

Existe otra forma de plantear el problema, esta vez en forma matricial desde el principio.
Supongamos que representamos nuestros puntos con la funcién elegida. Entonces nos queda:

f(wo) = exdr(0) = codo(@o) + 161 (x0) + .. + (o) (5.21)
k=0

flar) = cxdrlar) = cogo(xr) + 1 (1) + .. . + (1) (5.22)
k=0

F@m) = cxdr(an) = codo(rn) + c161(xn) + .. + Cmm(zn) (5.23)
k=0

Si escribimos esto en forma matricial tenemos

f (o) po(zo) ¢1(x0) .- dm(z0)| [c0

I _ qso(:xl) (@) o dm(n1) o (5.24)

f(xn) (Z)O(xn) </>1($n) Qsm(xn) Cm

que resulta ser un sistema de m incégnitas con n ecuaciones, donde m < n, en el cual no existe
una tnica solucién. Si hacemos

f(xo) do(xo)  P1(w0) ... ém(wo) co
. f(fﬂl) 5 — ¢0(:901) o1(z1) .. Pm(z1) e 0:1 | (5.25)
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podemos decir que nos queda una ecuacion del tipo f = ®¢. Como lo que buscamos es aproximar

una funciéon, definamos el residuo como r = f — ®c¢. Al igual que en el desarrollo anterior, vamos
. . 2 . .

a obtener nuestra nueva funcién haciendo que ||r||5 sea minimo. En consecuencia, tenemos

Iell3 = [If — @c];. (5.26)
Recordemos que |]7“||§ =rT".r, entonces tendremos que
vl .r=(f—®c)’ - (f—dc). (5.27)

De nuevo, para obtener que el residuo sea minimo, anulemos la primera derivada, es decir,

hagamos
0 (rT . r) 0

S = B [(f —dc)” . (f— dc)| = 0. (5.28)

Al derivar nos queda
—oT . (f — ®c) — (f — ®c)T - =0, (5.29)
que desarrollada se transforma en
T f -7 . ®.c+fl .o —cl-adT.®=0. (5.30)

Como ®T - f = fT. & y cT- 7.0 = &7 . P - ¢, la ecuacion anterior podemos escribirla
asi:

T £ -7 . ®.c+dT . f—dT.d.c =0
207 - f -~ o7 . ®.c) =0

(5.31)
T f -7 . ®.c=0=
T . ®.c =T ¥,
donde ®7 - ® es una matriz simétrica definida positiva, y tiene la forma
(60, %0)  (P1,00) -+ (Pm, o)
(¢0,:¢1) (¢1,:¢1) (Cbm: 1) ; (5.32)
(¢0,om) (01,0m) - (Pms dm)
y ®T . f es un vector que tiene la forma
(f, %0)
(f>:¢>1) (5.33)
(f, &m)
Si hacemos A = ®T.®, x = ¢ y B = ®T.f, volvemos a tener nuestro sistema de

ecuaciones lineales en la forma A -x = B. De nuevo, el método de los cuadrados minimos no es
otra cosa que la resolucién de un sistema de ecuaciones lineales para obtener los coeficientes ¢ de
nuestra funcién de ajuste o aproximacién, algo a lo que habiamos llegado mediante la deduccion
anterior.

Este método suele usarse para obtener la recta de regresiéon. Para obtenerla, basta observar

que
m

y() = ci di(x) =co+ 1,

1=0
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es la recta que ajusta nuestros datos, con lo cual ¢g = 1y ¢1 = . El siguiente paso es armar la

matriz A. Sabemos que

(6r, ;) Zm ;)

n

i) y (f5) = Y flwi) - (i),

=0

entonces podemos escribir las componentes de A y B como

¢Oa ¢0

(¢1,¢0) =

(¢o, P1) =

(¢1,¢1)

(f, #0)

(f, ¢1)

y nuestro sistema quedara definido asi:

n—+1 En:asz
i=0

n n

C .
Zﬂﬂi Z(%’)Q Cl] Z(f(%’)'l“i)

=0 =0

Los valores de cg y ¢1 los obtenemos con estas dos expresiones:

Z(xl)z Z f(xz) Z xz xz sz
i=0 =0

Zl l=n+1
zx'i'l:Z{Ei
(¢1,d0) = Zﬂiz

n n

=) (@i-z) =) ()

=0 i=0

n

=Y (fle)-1) =Y flz)
i=0

1=0

n

=3 (flai) o),

1=0

> )
=0

=0

=0
co = " 2 )
(n+1)) () — <Z x)
=0 =0
(n+1) Y (fla) ) =Y iy fla)
o = i=0 _ i=0__i=0
(n+1)) (x:)* =)
i=0 i=0

Existen algunas variantes para este tipo de regresiones, que son:

In(y) =In(co) + c1 In(x) (y = coz)
In(y) =In(cy) + c1z (y = cpe®)
y =cop + ¢1 In(z),

(5.34)

(5.35)

(5.36)

(5.37)

(5.38)

(5.39)

(5.40)

(5.41)

(5.42)

(5.43)
(5.44)
(5.45)

- Pag. 126 - Resumen de las Clases Tedricas

Revision: 11,/2021



Analisis Numeérico 5. MEJOR APROXIMACION Y AJUSTE DE FUNCIONES

que permiten ajustar valores segin distintas curvas. Sin embargo, las expresiones (5.43) y (5.44)
no son ajustes por cuadrados minimos en un sentido estricto. Lo correcto seria proponer una
funcion del tipo Z ci¢i(x) en lugar de transformar los datos. (Para mas detalles, véase [3].)

1
Si ampliamos este esquema a una funcién polinémica de grado mayor o igual a 2, tendre-
mos que

m m
2
= E cor(x) = g ¥ =co+caz+ ...+ cpma™. (5.46)
= k=0
Al armar el sistema de ecuaciones nos quedaré el sistema de ecuaciones lineales a conti-
nuacién

- n+1 Za:l Zwm 1 Zx;n ] i Zf(x’) ]
i=0 i=0 i=0
Zmi Za:lz Zx;n szm“ [ co ] Z(f(xz)ﬂ?z)
i=0 i=0 =0 i=0 €1 i=0
: : . : : | = : . (5.47)
me 1 Zn:ﬂn o Zn: 2(m—1) Zme 1 07;;1 zn:(f(ﬂﬁz) .xszl)
i=0 ) : i=0
Sar Yt ng’” 1 sz’” > (flar)-a)
L =0 =0 L =0 m

La matriz de coeficientes es similar a una matriz de VanderMonde, matriz que obtuvimos
para interpolar una serie de puntos, de ahi que cualquier ajuste de curvas hecho con polinomios
resulta ser un problema mal condicionado. Por supuesto, la mala condicién de la matriz se hace
cada vez mas evidente a medida que m sea méas grande. Es por eso que no se recomienda trabajar
con polinomios de grado mayor a 4 o 5, para evitar que la mala condiciéon de la matriz sea un
problema. Atn asi, trabajar con un polinomio de grado 5 conlleva trabajar con coeficientes que
incluyen 29, lo que resulta casi equivalente a interpolar con polinomios de grado 10. Por esto,
conviene que recordemos que el ajuste polinomial, al igual que la interpolacién polinomial son
problemas con tendencia a ser mal condicionados.

5.2. Ajuste de funciones

5.2.1. Introduccion

En el punto anterior hemos visto un método para ajustar curvas a partir de datos numé-
ricos (discretos), con el objetivo de obtener valores de la funcion f(x) para valores de x distintos
a los datos en el intervalo dado. E

Ahora bien, existen situaciones en las cuales atn conociendo la funcion f(z), resulta con-
veniente efectuar algin tipo de aproximacion. Un ejemplo tipico de ello es el caso de las funciones
trigonomeétricas (por ejemplo, cos(z)), para la cual es necesario realizar alguna aproximacion para
calcular sus valores. La méas comiin es la hecha mediante las series de Taylor. Para estas funciones
puede ser muy util aplicar el desarrollo en series, pero no suele ser el caso general, puesto que
las series de Taylor son validas sélo en el entorno de un punto, lo que le quita generalidad.

.Y en qué casos necesitariamos nosotros contar con una aproximacion de una funcién
conocida? Supongamos que tenemos la siguiente funcién:

e? — cos(x)
In(x) - arctg(x)’

en un intervalo [a, b]. Supongamos ademas, que nuestro problema exige que integremos esa funcion
f(x) en el intervalo dado. Podemos ver que la situacion ya no es tan facil como parece. Si bien

fz) =
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disponemos de la funcién, hallar la primitiva puede ser todo un desafio, e incluso, imposible.
Pero de alguna manera debemos salvar el escollo.

., Que tal si en vez de hacer una integral «analitica» nos orientamos hacia una solucién
numérica? La idea no es tan descabellada pues lo que nosotros necesitamos generalmente es el
resultado numérico y no la primitiva de la misma. Hagamos uso entonces de nuestras herramientas
numéricas aprendidas anteriormente y, si es necesario, adecuemos nuestras expresiones al caso
analizado.

5.2.2. Aproximaciéon por minimos cuadrados

Recordemos qué significa reducir al minimo el error cuadrético entre la funcién y el
polinomio de aproximacion. Supongamos por un momento que conocemos tanto la funcion f(x)
como el polinomio de aproximacion P(x), en el intervalo [a, b]. Podemos graficar nuestra funcion
y nuestro polinomio de manera que nos queden las curvas que se ven la figura 5.1.

f(x)

r(4?

Figura 5.1: Error cuadrdtico

Si definimos que

2

b n
E(ay) = / F@) =S aga®| e = ()2, (5.48)
a k=0

entonces podemos ver que que el area bajo la curva r(ay)? es el valor de nuestra integral. Por lo
tanto, para que nuestro error cuadratico sea minimo, deberemos buscar que la curva r(az)? sea
los mas parecida al eje de abscisas. (Esta definiciéon es similar a la vista para aproximacion de
curvas por cuadrados minimos.)

Para ello, vamos a derivar la funcién F(ay) respecto de los coeficientes ay para obtener
los valores, de dichos coeficientes, que hagan minimo el error cuadratico, tal como hicimos para
el caso de un ajuste discreto. Entonces tendremos:

2
aE(aoaala"'van) _ 9 ’ - k =
9a; =0= 9, /a f(z) kzo agx” | dx p =0. (5.49)

Al derivar nos queda:

b n ‘
2. / f(z) — Zaka}k x/dr =0, (5.50)

k=0
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y como el 2 no incide, nos queda:

/b [f(x) — zn:ak:vk] z/dz = 0. (5.51)
@ k=0

Si distribuimos el producto dentro de la integral, conmutamos la integral y la sumatoria,
y pasamos la integral que incluye f(z) al otro lado de la igualdad, nos queda:

n b b
Zak/ " dx :/ 2! f(x)dx para j =0;1;...;n. (5.52)
k=0 a

a

;Qué es lo hemos obtenido? Nuevamente, como en la aproximacién de puntos discretos,
un sistema de ecuaciones lineales de dimensién n+1 x n+1. Sin embargo, no todo es tan sencillo.
Analicemos un poco més en detalle la integral que afecta a los coeficientes ax. Tenemos que:

b . ph+i+l _ gkt
= / 2" Hidy = : . (5.53)
o k+j+1

b

a

Si definimos que a = 0 y b = 1, entonces la integral definida resulta en el coeficiente:

1

k+j+1
La matriz que se genera a partir del coeficiente anterior es conocida como matriz de
Hilbert, que es una matriz mal condicionada. Como en el caso anterior de ajuste discreto, al
tener una matriz mal condicionada, el sistema es muy sensible a los cambios en los datos, o

modificaciones de la matriz de coeficientes, es decir, es muy sensible a los errores inherentes.
Un segundo problema, en este caso operativo, es que si por algiin motivo se desea agregar
un término maés al polinomio, hay que recalcular el sistema (agregar una columna y una fila), lo
que significa mucho trabajo adicional. Y nada asegura que los nuevos resultados estén exentos
de errores. De todos modos, contamos con método muy potente para ajustar funciones pero con
inconvenientes operativos en el planteo numérico. Podemos buscar la forma de mejorarlo. Veamos

(5.54)

como.

[ Cudl serfa la mejor matriz de coeficientes para resolver un sistema de ecuaciones lineales?
Evidentemente, aquella que independice cada incognita de las otras. O sea, que la matriz de
coeficientes sea una matriz diagonal. Supongamos modificar levemente la expresion del polinomio
de aproximacién por la siguiente:

P(z) =Y apdp(), (5.55)
k=0

En principio, no hemos hecho sino un cambio de notacion, llamando a zF como or(z).

Veamos qué ventajas nos trae esto. Por lo pronto, ahora disponemos de mas posibilidades porque
el método no cambia si proponemos una suma de funciones en vez de un polinomio como funcién
de aproximacién, tal como vimos para ajuste de curvas. Entonces nos queda:

n b b
Zak/ or(x)j(z)dr = / ¢jf(z)dr para j=0;1;...;n. (5.56)
k=0 a a

que conceptualmente es muy parecido a lo anterior. Pero con una diferencia: ahora podemos tomar
cualquier funciéon para definir nuestras funciones ¢y (x) y por lo tanto, también nuestros ¢;(z).
Busquemos entonces que nuestra matriz de coeficientes se convierta en una matriz diagonal. ;Y
cémo lo logramos? Sencillamente estableciendo que se cumpla lo siguiente:

b _Jo sik#j
/aqzak(x)cbj(x)dx—{MM .t
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donde M es un valor cualquiera. Por supuesto, lo ideal seria que M = 1. Esta condicién que
deben cumplir las ¢y (z) asegura que las funciones sean ortogonales y que la matriz de coeficientes
sea diagonal.

No hemos dicho nada aun acerca de las funciones ¢g(z). Como estamos tratando de
aproximar una funciéon cualquiera, una buena idea es proponer que esas funciones sean también
polinomios. Para hallar estos polinomios ortogonales entre si, debemos agregar una segunda
condiciéon que es agregar una funcién de peso. Esta funcién de peso tiene por objeto asignar
diferentes grados de importancia a las aproximaciones de ciertas partes del intervalo. En esta
nueva situaciéon tenemos:

2
OF (ap;a1;...,an) 0 b = B
Ba; =0= 9a; /a w(x) | f(z) kzzoakqﬁk(ac) dz p =0, (5.57)
con lo cual finalmente nos queda:

b n
/ w(x) [f(ﬂf) -> ak¢k] ¢j dz = 0. (5.58)
a k=0

En este caso se debe cumplir que:

0 sik+#j

b
/a w(z)op(z)9;(z)dr = {M £0 sik=j

Si definimos que w(x) = 1, volvemos a tener nuestra expresion original para los ¢y ()
y los ¢j(x). Y si, ademas, el intervalo de interpolacion lo fijamos en [—1,1], el resultado es
que mediante este procedimiento obtenemos los polinomios de Legendre. Estos polinomios los
usaremos més adelante para integrar numéricamente.

5.2.3. Polinomios de Legendre

Veremos como se calculan los polinomios de Legendre. Antes, debemos recordar como se
obtenia un conjunto de vectores ortogonales a partir de un conjunto de vectores no ortogonal.
Esto se conseguia mediante el proceso de Gram-Schmidt. Adaptémoslo para el caso de funciones.

Para empezar, debemos proponer las dos primeras funciones ¢(z). Estas funciones son:

po(z) =1; ¢1(v) =2 — B1 = ¢1(v) = (xr — B1) go(2).
donde Bj es nuestra incognita. Para obtenerla debemos plantear que:
b b
/ w(z)po(x)pi(r)de =0 = / w(z)po(z)po(z) (x — By) dz = 0. (5.59)

Distribuyendo en el paréntesis, obtenemos:

b b
/ w(@)[go(2)]2x dz — By / w(@)[do(@)]? dz = 0 (5.60)

y entonces B; podemos hallarla con:

b
/ w(@)[po(2)]? z dz
B = 7e . (5.61)

b
/ w(z)[po(z)*de
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Para los siguientes polinomios, es decir, cuando k > 2, debemos proponer que:

or(x) = (& — Bg) ¢p-1(x) — Crp—2(z) en [a,b]. (5.62)
Operando algebraicamente en forma similar a la anterior obtenemos los coeficientes By,
y C:
2
5, o T 0@)6 (@) dr 5.3
I w(@) [ ¢r—1(2)]? dz
0 I T u @) (@) (w) dr 5600
S w(@)[gp—a(x))? da

Como hemos dicho, la funcion de peso en el caso de los polinomios de Legendre es w(z) = 1
y el intervalo [—1; 1], por lo que las expresiones quedan como sigue:

1. El coeficiente B; se obtiene con:
f_ll x dz
f_ll dz
2. Los coeficientes By, y C} se obtienen con las siguientes expresiones
1
B, = J2 # [ (2))? da v (5.66)
- 1 b ) *
f_l[qﬁkfl(%)]z dx
J1 2 dpo1(2)dp_2(z) da

k= : 5.67
' [ [bra(@)]2 da (5.67)

By = (5.65)

Existe un segundo conjunto de polinomios ortogonales muy utilizados que son los polino-

mios de Chebishev. También se generan aplicando las expresiones generales ya vistas, pero con

una funcion de peso diferente: w(z) = ———. (Mas detalles de estos polinomios en [3].)

V1-z2

5.3. Notas finales

Tanto la aproximacion discreta de curvas como el ajuste de funciones tienen un amplio
uso en la ingenierfa. En el primer caso, existen muchas expresiones matemaéticas resultantes de
aproximar valores obtenidos experimentalmente en laboratorios o mediante mediciones realizadas
sobre prototipos. En la ingenierfa hidraulica se tienen muchas expresiones empiricas que surgen
de experiencias en laboratorio que luego resultan en férmulas matematicas obtenidas mediante
aproximaciones discretas.

Con el ajuste de funciones ocurre algo similar. El ejemplo mas interesante es el uso de
polinomios de Legendre en la cuadratura de Gauss para integrar numéricamente. Estos polino-
mios ajustan cualquier tipo de funciones y en particular, a cualquier polinomio, lo que facilita
obtener soluciones numéricas «exactas» de cualquier integral numérica que incluya funciones
polinémicas, como se vera en el capitulo 6.

Ejercicios

1. A partir de los datos de la siguiente tabla, obtenga las constante de la funcién de ajuste

propuesta: h(:n) =apt+a—1zx+as x2.

Aplique un Método Directo para resolver el sistema de ecuaciones lineales resultante.
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| | 2 | 3 | 4 5 6
1313 3,79 6,94 | 12,62 | 20,86 | 31,53

X
Y

X[ o5 ] 1 | 15| 2 | 25| 3
Y | 1,630 | 1,844 | 2,196 | 2,778 | 3,736 | 5,318

2. Obtenga las constantes de la funcion de ajuste propuesta, h(z) = ag+ aq €*, a partir de los
siguientes datos y aplique un Método Directo para resolver el sistema de ecuaciones lineales
resultante

3. Con los datos de la siguiente tabla y aplicando el Método de los Cuadrados Minimos,
obtenga:
a) Un polinomio de ajuste de segundo grado (h(z) = ag + a1 = + ag z?).
b) Un polinomio de ajuste de tercer grado (h(z) = ag + a1 * + az 2 + a3 z°).

¢) Una funciéon de ajuste h(x) = ag 2. (Sugerencia: use h(x) = Inag + a1 Inz, trans-
formando X en In X y Y en InY".)

d) Una funcion de ajuste h(z) = ag e** *. (Sugerencia: use h(z) = Inag + a1 x, transfor-
mando Y en InY.)

Compare todos los resultados.

X| 40 | 42 | 45 | 47 | 51 | 55 | 59 | 63 | 68 | 71
Y | 102,56 | 1113,18 | 130,11 | 142,05 | 167,53 | 195,14 | 224,87 | 256,73 | 299,50 | 326,72
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Capitulo 6

Diferenciacién e integracién numérica

6.1. Diferenciacion numeérica

Como vimos en la introduccion del capitulo 3, trabajar en forma simbolica resulta bas-
tante complicado cuando se requiere el uso de computadoras, ain cuando existen programas que
lo hagan (en parte). No siempre las soluciones analiticas son aplicables al problema que se esta
tratando de resolver, y peor ain, en muchos casos no hay tal solucién analitica, como veremos
mas adelante.

Por otro lado, no siempre disponemos de las herramientas para trabajar en forma simbo-
lica (o analitica). Cuando s6lo contamos con datos obtenidos de mediciones o de célculos previos,
y no de funciones, no suele ser préctico trabajar en forma simbolica. Obtener «la derivada de
una funcién» con datos discretos no tiene mucho sentido.

Al mismo tiempo, muchos programas de aplicacién ingenieril no pueden almacenar o guar-
dar en sus lineas de codigo una base de datos que incluya las derivadas de cualquier funcion (lo
mismo se aplica al caso inverso, la integracion). La cantidad de informacion y la aleatoriedad que
puede presentar una exigencia de este tipo vuelve impracticable realizar esto en cada programa,
ademsés de llevar a construir interfaces amigables que contribuyen a aumentar los requerimientos
de memoria, tanto de operacién como de almacenamiento.

Veremos a continuacién como encarar la diferenciacion mediante métodos numéricos con
ayuda de varios ejemplos, analizando las ventajas y las desventajas de cada método empleado
en la discretizacion para luego analizar la extrapolacion de Richardson, método que puede usarse
también para otro tipo de problemas.

6.1.1. Diferencias progresivas, regresivas y centradas

La diferenciacién es un tema muy conocido por los estudiantes de ingenieria. Los primeros
anos de la carrera consisten en estudiar en detalle como caracterizar y conocer a fondo una funciéon
dada, de manera que para analizar si tiene maximos o minimos, si es convexa o concava, si puede
aproximarse mediante un desarrollo en serie, lo primero que se aprende es el concepto de derivada,
tanto total como parcial. Tomemos, por ejemplo, la funcién

F(z) = sen (2;9;) .

Hallar la derivada primera de f(z) respecto de z es un procedimiento sencillo pues resulta

) = dﬁ;x) - (2;) cos <2;rx> .
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Si queremos conocer la derivada en el punto z = % basta con reemplazar ese valor en la

r(8) - () (50) = () eos(3)

Y si finalmente le damos un valor a b, (por ejemplo, b = 6), el valor de nuestra derivada
b
6

expresion anterior:

enxr=2=1es

()= (g) cos <g> = % ~ 0,5236

Supongamos ahora que queremos obtener ese mismo valor pero no recordamos c6mo
obtener la derivada en forma analitica. Aplicando el concepto del cual se deduce, podemos decir
que

df(z) _ .. fla+Az) - f(z)
que también suele escribirse como:

Para hallar la derivada en nuestro punto x = % con b = 6 adoptemos el valor h = 0,1.

Asi tendremos que

T T
f/(l) %f(Ll) B f(l) — sen <§171> - sen <§>
0,1 0,1
~0,9135 — 0,8660

0,1

#(1) = 0,4750.

Podemos ver que nuestra aproximacién es razonable pero no muy buena, y que el error co-
metido es del orden del 10 %. Como no estamos conformes con el resultado obtenido, proponemos
otro algoritmo para hallar el valor buscado. Este algoritmo es:

f(z) — f(z — Ax)

fl(x) ~ A (6.3)
0, como también suele escribirse
— —h
Py 1O 6

Hallemos ahora el valor de la derivada utilizando este nuevo algoritmo. El resultados es:

7T ™
1) A= 109) (3) —sen (309)
0,1 0,1
~_0,8660 — 0,8090

0,1

#(1) = 0,5700.

De nuevo, el valor obtenido tampoco es una aproximacién muy buena, pues el error
cometido del orden del 8 %. Una vez mas, no estamos conformes con el resultado que nos arrojo
este algoritmo y proponemos este otro:

N flz+ Azx) — f(x — Ax)

OB - , (65)

o también:
fl@+h)— flz—h)

J(@) = - . (6.6)
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Si reemplazamos los valores, obtenemos:

FL1) — f09) e (511) —sen (509)

") =~ =
F () 0,2 0,2
0,9135 — 08090
f’(l) %’0—2 = 0,5225.

Evidentemente, el valor de la derivada en el punto pedido es bastante aproximado al
considerado «realy o «exacto». Podemos notar que el error cometido es del orden del 0,2 %. Cada
una de estas aproximaciones son equivalentes a efectuar una interpolacion aplicando el método de
Lagrange y luego derivar el polinomio hallado. Como se tienen dos puntos, el polinomio resultante
es una recta. En la figura 6.1 podemos ver las aproximaciones de la pendiente.

f(x)

Diferencias Progresivas
Diferencias Regresivas
Diferencias Centradas

Figura 6.1: Pendiente segun cada aproximacion.

Hagamos una mejora escribiéndolo como:

o by f(p_ b
R ke () o)

buscando mejorar la aproximacién del resultado buscado. Nuevamente, si reemplazamos los va-
lores tendremos:

£(1,05) — £(0,95)  sen (21,05) — sen [2F (0,95)]

! 1 ~ —
£ 0.1 0.1
0,8910 — 0,8387
/(1) A= = 0,5230.

El resultado es una mejor aproximaciéon pero no se nota una gran diferencia con respecto
al anterior, puesto que el error cometido es del orden de 0,1 %. Pero sin lugar a dudas, este tltimo
algoritmo es mucho mejor.

Esta forma de aproximar la derivada en un punto se conoce como aprorimacion por
diferencias, y se pueden clasificar segtin tres tipos:

1. Diferencias progresivas. Cuando la derivada en un punto se aproxima segin la expresion
vista en primer término:

fay = 12X 2T, (6
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2. Diferencias regresivas. Cuando la derivada en punto se aproxima segun la expresion
vista en segundo término:

fl(x) = ; Y

3. Diferencias centradas. Cuando la derivada en un punto se aproxima segln la expresion

vista en dltimo término: " L
ot~ fla=h) 6.0

fi(z) =

Como vimos, este iltimo esquema es el que mejor aproxima.
Analizaremos ahora el por qué de esta mejor aproximacion. Empecemos por el esquema
de diferencias progresivas. Si desarrollamos por Taylor la funcion f(x + h), tendremos que

h h? h3

flx+h)=f(x)+ f’(m)ﬁ + f”(x)ﬁ + f”’(a:)g +..., (6.11)
de la cual podemos despejar f/(z), que es

h? h3
fl@)h=fle+h) = fz) = @) 5 = @) = 612
) : 6.12

rx+h)— f(x h h?

f/(fL') :f( + 2 f( ) _f//(x)5 —f/”(x)? _

Si nuestro h es suficientemente pequeno, entonces podemos despreciar los h"™ para n > 2.
Finalmente tendremos que
fl+h)— [f(z) h _ flz+h)—

Play = TEENZIE) gy ST | o, (6.13)

con £ € [x,z + h|. En este caso, nuestra aproximacion tiene un orden de convergencia O(h).
De forma anéloga, para el esquema de diferencias regresivas, tendremos que

2 3
Flo—h) = fa) = J'ar + Py = ) (6.14)
Como en el caso anterior, la expresion final es

Al igual que en lo visto anteriormente, el orden de convergencia es O(h).
Finalmente, hagamos lo mismo para el esquema de diferencias centradas. En este caso

tendremos

1 h n h3
Flo+h) = f(@) + F@) T+ )5 + )5+ (6.162)

2 3
flo—h) = fl@) - f’(a:)% + f”(z)% N L. (6.16b)

Hagamos (6.16a) menos (6.16b):
3

Pl h) = flx—h) = 2 (@) + 20" (@) 4 (6.17)

3!

Observemos que a la derecha del igual hemos conseguido anular las derivadas de orden
par (f"(x), f%*, etc.). Si despejamos f'(x) de esta tltima expresion expresion, tenemos
fl@+h)—fla—h) h* _ fle+h)— flz—h)

" _ 2
o @5 = o +0(h?), (6.18)

() =
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esta vez con £ € [x — h,x + h].

Notemos que en este caso la convergencia es O(h?), razén por la cual la aproximacién
obtenida con este tltimo método es mucho mejor respecto de los esquemas anteriores. Entonces
es conveniente armar un esquema de diferencias centradas para aproximar una derivada en un
punto dado. Ademas tiene otra ventaja. Como el error es proporcional a la tercera derivada,
podemos obtener resultados muy precisos («exactos») para un polinomio de grado menor o igual
a2l

Al mismo tiempo, el hecho de que el orden de convergencia sea O(h?) nos permite inferir
que si hacemos el paso (h) cada vez mas chico, deberiamos tener un resultado con una mejor
aproximaciéon. Hagamos esto, y con la misma precisiéon del ejemplo anterior, calculemos de nuevo
la derivada en el punto = 1 con un nuevo paso, h = 0,01, para cada esquema.

1. Diferencias progresivas: f'(1) = Sen(gl’%lgfsen(g) = 0’87186(1)’8660 = 0,5200
sen(f§)-—sen(50,99) _ 0,8660—0,8607 _ — 05300

2. Diferencias regresivas: f'(1) = 001 = 001

_ sen(%l,()l)fsen(§0799) 0,8712-0,8607 __ =0,5250

3. Diferencias centradas: f/(1) 503 502

Al achicar el paso utilizado para reducir el error cometido podemos notar dos cosas. La
primera es que para los esquemas progresivo y regresivo el resultado obtenido resultd ser una
mejor aproximacién que en el caso anterior con un paso diez veces més grande, mientras que
para el esquema centrado, el resultado no fue mejor. La segunda es que hemos perdido precision,
principalmente en el esquema con diferencias centradas. La pregunta es: jpor qué? En todo caso,
ihabremos hecho algo mal?

En realidad no hemos hecho nada incorrecto. Sucede que no hemos tomado en cuenta la
incidencia del error de redondeo en nuestro algoritmo, es decir, el hecho de trabajar solamente con
cuatro digitos al representar todos los resultados. Supusimos que achicar el paso inmediatamente
nos mejoraba nuestra aproximacion. Pero hemos visto que la aproximaciéon depende también de
la precision usada en los calculos, es decir, de la representacién numeérica, que, como vimos, esta
asociada al error de redondeo 2

El problema es que a medida que el paso h es cada vez mas pequeiio, lo mismo pasa con
la operacion f(z+h)— f(x) o sus equivalentes. Esa diferencia se vuelve pequefia y es posible que
nuestra unidad de méaquina no pueda representarla correctamente. En consecuencia, debemos
encontrar o desarrollar otro método para mejorar la aproximacioén del resultado buscado.

6.1.2. Aproximacién por polinomios de Taylor

Propongamos el siguientes esquema, que se basa en tomar los intervalos = 2h y x & h,
y el desarrollo por Taylor para cada caso:

2 3 4 5
Flo+2m) = f<x>+f’<x>%+f"<x>42i,+f'"< P @ @) (6.9)
" h2 " h v h4 v h5
Floth) = @)+ 5 @)+ @)+ F @) @) @ s (620
2 3 A 4 5
f(x—h)=f(x)—f’(x)%+f”(x)%— o)+ ) @) s (621)
2 3 4 5
Flo = 2) = 1) — @2+ F@) e~ @) o+ ) S~ ) (622)

!Otra forma de demostrar esta mejora del método centrado es considerar que tomamos tres puntos, y(z — h),
y(z) y y(x+h), y no dos para armar el polinomio interpolante. El resultado de esta interpolacién es un polinomio
de grado 2 cuyo error es proporcional a la derivada tercera de y.

2En el capitulo 1 vimos como ejemplo de la incidencia del error de redondeo en un algoritmo, el calculo de una
derivada numérica, y como, a partir de un valor del paso h, a medida que se hacia més chico, el error aumentaba.
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Primero hagamos f(z +2h) — f/x—2h) y f(x+h)— f(x — h), con las cual obtendremos
las siguientes igualdades:

! h " h3 v h5
f(z+2h) — f(x —2h) =4f (l‘)ﬁ—Flﬁf (x)§+64f (a:)§+, (6.23)
/ h’ " h3 v h5
f(m+h)—f(x—h):2f(x)ﬁ+2f (x)§+2f (x)y—i— (6.24)

Si queremos mejorar la precision de nuestros esquemas anteriores para calcular f'(z),
anulemos el término con h3. Para ello, hagamos [f(x+2h) — f(z —2h)] -8 x [f(z+h) — f(z — h)].
Asi, nos queda la siguiente igualdad:

5
f(x+2h) — f(x — 2h) — 8f(xz + h) + 8f(x — h) = —12f'(z)h + 48f”(x)% +.... (6.25)
De esta ultima expresion podemos despejar f/(z), que resulta ser:

4
) = f(x —2h) —8f(x —h) +8f(x + h) — f(x + 2h) +4f”(x)h— P (6.26)

12h 5!

y si truncamos en A%, nos queda:
;o flx—2h)—8f(x—h)+8f(x+h)— flx+2h) ., . h'

) = ma PO, 62)

con & € [z — 2h,x + 2h] y un orden de convergencia O(h?*). Con esta tltima expresién podemos
decir que una aproximaciéon de la primera derivada en un punto esta dada por:

Py e L= 2) — 8/ (e h)1—2|rh8 f(@+h) = f(@+2h) 6.25)

Ahora, apliquemos este nuevo esquema centrado para calcular la derivada buscada, con
la misma representaciéon numérica utilizada en los casos anteriores. Tomemos el paso h = 0,1 con
el que obtendremos:

sen (%0,8) — 8- sen (%0,9) + 8- sen (%1,1) — sen (%1,2)
12-h

10,7431 — 6,4721 + 7,3084 — 0,9511 _ 0,6283

N 12-0,1 1,2

fllw=1)

= 0,5236.

El resultado obtenido es sorprendente, pues para esa representacion numérica, jse lo pue-
de considerar exacto! Basto que amplidramos el intervalo de calculo, es decir, los puntos que
usamos para armar lo que se denomina una malla (en inglés mesh), para que la aproximacion
sea excelente. Este algoritmo se conoce como el método de los cinco puntos y tiene un orden de
convergencia proporcional a la derivada quinta, lo que lo vuelve muy preciso. La tinica desventaja
es que requiere operar con cinco puntos y esa malla deberéd densificarse cada vez que la repre-
sentaciéon numérica sea mas precisa, cuidando siempre de evitar que el paso sea muy pequeno,
por el riesgo de que no pueda representarse correctamente el numerador. Veremos més adelante
que este tipo de mallas son muy ttiles para resolver ecuaciones diferenciales y/o sistemas de
ecuaciones diferenciales.

En la figura 6.2 se puede la aproximacién obtenida utilizando la aproximacién por poli-
nomios de Taylor.

Con este método aproximaremos las derivadas en los extremos para el caso de los Traza-
dores cibicos con frontera sujeta vistos en el capitulo 4. Las aproximaciones son las siguientes:
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1.5

f(x) e
-------- Aproximacién por polinomios de Taylor e

Figura 6.2: Aprozimacion por polinomios de Taylor.

Diferencias progresivas para

—25 48 y1 — 36 16 y3 — 3
f/(a?o) ~ Yo + 48 y1 - hy2 + 16 y3 y47 (6.29)

Diferencias regresivas para

25y, — 48 yp— 36 Yn—o — 16 yp— 3 Yp—
f/(xn) ~ Yn Yn—1 + 1y2nh2 Yn—3 + 3 Yn 4' (630)

Estas expresiones, que tienen un orden de convergencia O(h*), resultan muy convenien-
tes para ser incluidas en el algoritmo de los Trazadores cibicos con frontera sujeta. Asi, una
aproximacién mejor es posible sin tener los datos concretos de las derivadas primeras.

Pero nuestro interés, por ahora, es calcular en forma numérica el valor de la derivada en
un punto dado con la mejor aproximacioén posible. ;Existiré otra forma de obtener ese valor con
un grado de aproximacion similar al obtenido con el esquema anterior usando un solo punto?

6.1.3. Extrapolacién de Richardson

Vimos en el punto anterior que para calcular una derivada en un punto y obtener la
mejor aproximacion, debemos trabajar con el esquema centrado y con un paso h pequeiio, atn
cuando esto trae aparejado una inestabilidad de los resultados. Tal como vimos al analizar la
aproximacién por polinomios de Taylor, nuestra aproximaciéon de la derivada se puede expresar
como:

M = N(h) + E(h), (6.31)

donde M es el valor buscado, N (h), la aproximacion de M, E(h), el error cometido y h, el paso.
Supongamos que podemos expresar nuestra E(h) de la siguiente forma:

E(h) = K1h+ Kyh? + K3h® + ... (6.32)
Anéalogamente al caso anterior, para un hy el valor buscado se podra expresar como
M = Ni(h1) + K1hy + Koh? + K3h? + ... (6.33)
Hagamos lo mismo pero para un hg tal que ¢ = % Entonces tendremos:

M:Nl(hz)+K1h2+K2h%+K3hg+.... (6.34)
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Como h; = ¢q he podemos escribir (6.33) como:
M = Nl(hl) + Kiq ho + Ko (q h2)2 + K3 (q h2)3 + ... (635)

Para mejorar el orden de aproximacion de nuestro resultado, anulemos el término lineal
de h, es decir, multipliquemos por ¢ a (6.34) y luego restémosle (6.35):

g M — M =q Ni(h2) — Ni(h1) + ¢ K1(ha — ha) + q Ko (h3 — ¢ h2) +
+q K3 (h3—¢*h3) + ...

qM — M =q Ny(ha) — Ni(h1) + q Ko (h3 — g h3) +
+q K3 (b3 —¢*h3) + ...,

)_

(6.36)
(¢ — 1)M =q Ni(hy) — N1(h2) + Ni(hs) — Ni(h1) + q Ko (h3 — g h3) +
+q K3 (b3 — ¢*h3) + ...
(¢ — 1)M =(q — 1)N1(h2) + Ni(ha) — N1(h1) + q Ko (h5 — q h3) +
+q K3 (k3 —¢*h3) +....
Si despejamos M, tendremos la siguiente expresion:
o = @ DNi(ho) | Ni(ho) = Ni(h1) _ g Kyhd(q—1) qK3h3 (> —1) (6.37)
q—1 q—1 q—1 q—1 ’
en la que podemos expresar M como:
Ni(ha) — Ni(h
M = Ny(hy) + 1 2; — ) _, Koh3 —q(q+1)K3h3 + ... . (6.38)
Na(h1)
Si definimos N (B N (B
Nafln) = Na(ha) + 102 =200, (6.39)
nos queda que:
M = No(h) + K4h* + K5h3 + ..., (6.40)
con
Ké = —q K27
Ky =—q(¢+1)Ks;
Repitamos el proceso tomando nuevamente h; y ha. Tenemos:
M =No(hy) + Kbh? + KLh3 + ..., (6.41)
M =Ny (hg) + K5h3 + K4hs + ... (6.42)

Al igual que en el paso anterior, impondremos que ¢ = Z—;, y reescribamos (6.41) de la
siguiente forma:

M = Ny(hy) + Kb (g he)* + Kb (g ho)® + ... .. (6.43)

Anélogamente al caso anterior, mejoremos nuestra aproximaciéon anulando en este caso
el término cuadratico de h, multiplicando por ¢ a (6.42) para luego restarle (6.43):

*M — M =¢*Ns(hs) — Nao(h1) — ¢° K5 (h3 — h3) + ¢°K5h3 (g — 1) + . ..

(6.44)
¢*M — M =¢*Na(hs) — Na(h1) + ¢* K503 (¢ — 1) + ...
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De la misma forma que para el caso anterior, obtenemos una nueva aproximaciéon para

M:
v (@ = DNo(ha) | Na(ha) = No(h) | ¢*K3hs (a — 1)
¢* — 1 q*> —1 ¢ —1
No(ho) — Na(h1) | ¢*K3h3 (6.45)
M = Ny(h e
2(ho) + 21 Tt
N;:(?ll)

Una segunda forma de escribir esto ultimo en funcién de h; es

3

o N hy No <%) — No(h1)  ¢*K} (%) 6.46

= — | + + + .. .
2((1) -1 qg+1 (6.46)

N3(h1)

por lo que una nueva aproximacion de M es

M = N3(h1) + K§ht + .. (6.47)
con ,
K// — K3 .
q(g+1)" "

que resulta mejor que la anterior.
Finalmente, podemos generalizar el método de aproximacién de la siguiente forma:

N =Ny () + Nyt %)f_f“(’”,

(6.48)

Este método o algoritmo para mejorar una aproximacién se conoce como FExtrapolacion
de Richardson.3
Un caso particular muy usado es cuando ¢ = 2, cuya expresion general se define como:

. h\ _ a7,
Nty =y (1) Bt D 2 l)

(6.49)

Este algoritmo permite aproximar una derivada numérica con poco esfuerzo y teniendo en cuenta
la inestabilidad del algoritmo porque no requiere dividir por ntimeros excesivamente pequenos.

Apliquemos este método al ejemplo inicial y calculemos la derivada de f(z) = sen (%x)
en z = 1 con el algoritmo de diferencias progresivas.

Armemos una tabla para aplicar el algoritmo anterior de modo de visualizar facilmente
cada uno de los pasos. En primer lugar, vamos definir que la primera aproximacion, es decir, Ny (h)
sea la derivada calculada numéricamente con h, que ocupara la primera columna. Usaremos la
expresion:

, f(x+h)— f(x) sen[Z (z+h)] —sen |[Fz]
fx) = = :
h h

Las demés columnas seran Na(h), N3(h) y N4(h). En segundo lugar, tomaremos varios
valores de h, por lo tanto tendremos varias filas con diferentes aproximaciones de la derivada
buscada. Para cada caso calcularemos las aproximaciones con la formula de la Eztrapolacion de

Richardson: ( . )
B h Nj—1 (3 — Nj_1(h)
N](h) = Nj_l (2> + 211 .

En la tabla 6.1 podemos ver los resultados obtenidos al aplicar la extrapolaciéon de Ri-
chardson a nuestro ejemplo.
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Tabla 6.1: Extrapolacion de Richardson

il b [¥j=Nja| Nj» [ Njs | Nja |
1] 02 | 0,4250

2 0,1 0,4750 0,5250

31 0,05 | 05000 | 05250 | 0,5250
410025 | 05120 |0,5240 | 0,5237 | 0,5235

(a) Aprozimacion con Nja (b) Aproximacion con Njs

pe—)
,,,,,,,, Aproximacion con Nd4.

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

(¢) Aproximacion con Naa

Figura 6.3: Aprozimaciones con Extrapolacion de Richardson.

Analicemos rapidamente los resultados obtenidos. La primera columna contiene los re-
sultados de aproximar la derivada con varios h diferentes. Vemos que a pesar de utilizar un h
relativamente pequeno (h = 0,025) nuestra aproximacion inicial no es muy buena.

La segunda columna es nuestra primera aplicacién de la extrapolacién de Richardson,
usando los valores de la primera columna. A primera vista se puede observar que la aproximacion
es muy superior a la anterior. Algo similar ocurre en la tercera. Finalmente, en la cuarta, la
aproximacion final resulta ser casi el valor «exacto» para una representacion de cuatro (4) deci-
males. Y si comparamos con la aproximaciéon para h = 0,025, ultima fila de la primera columna,
vemos que es muy superior. Si quisiéramos obtener una aproximacién similar, deberiamos trabajar
con més decimales, puesto que para h = 0,01 el valor de f’(1) es 0,5200, que si bien tiene dos
decimales correcto, es menos preciso que el hallado con Richardson.

En las figuras 6.3 hemos representado las aproximaciones de la pendiente en el punto
dado aplicando la Ezxtrapolacion de Richardson.

3Veremos mas adelante una aplicaciéon de este mismo método asociado a la integracién numérica.
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6.1.4. Notas finales

Es evidente que la diferenciacién numérica es inestable o, dicho de otro modo, es muy
dependiente de la precision utilizada. Afinar el paso h en un algoritmo dado puede conducir
a resultados de menor precisién o, en términos numéricos, inservibles; en consecuencia, no es
conveniente reducir el paso h suponiendo que eso mejora la aproximaciéon buscada.

Los distintos métodos vistos en los puntos anteriores indican que es preferible mejorar el
algoritmo o desarrollar uno nuevo, antes que afinar el paso de calculo. Més ain, es mucho mas
efectivo aplicar el método de Extrapolacion de Richardson a un algoritmo conocido y sencillo
que desarrollar uno nuevo. En todo caso, la segunda opcién serfa utilizar los polinomios de
Taylor o alguna aproximacion polinomial que utilice la informacion disponible (puntos adyacentes
o aledanos). Si bien esta aproximacion puede ser laboriosa, queda ampliamente justificada al
disminuir la incidencia del error de redondeo en los calculos, sobre todo al no tener que dividir
por un nimero «muy pequenoy.

Los desarrollos vistos para el caso de aproximar una primera derivada pueden extrapolarse
para derivadas de orden superior. Un ejemplo de ello es la aproximacion centrada de la segunda
derivada en un punto dado, cuya expresion es:

f,,(x>:f(:c—h)—Qf(x)—Ff(w—Fh)' (6.50)
h2
que se obtiene de considerar los polinomios de Taylor para x — h y = + h. Efectivamente, al
desarrollar ambos polinomios tendremos

2 3
Floth)=F @)+ @) 14 5 (@) o+ @) o (6.51)

/ h " h2 " h3
f(x—h):f(x)—f(x)ﬁ—i—f(m)i—f (l’)g‘f‘ (6.52)

Si sumamos ambos polinomios obtenemos:
4
Pl b+ Fw—h) = 2(2) + F @+ @) o 4
x—h)—2f(z T - 2
F(z) = f(z —h) 2];(2 )+ flz+h) _fw[g]%; (6.53)
f”(fl)) _ f(.’IJ — h) — 2f($) + f(l‘ + h) + O(h2),

h2
con§ € [z —h,z+h).

Observemos que el error cometido al calcular la derivada segunda con la expresion dada
es proporcional a h? y a f%(£), es decir, similar al caso de la expresién centrada para la primera
derivada. Podemos asegurar que en el caso de polinomios de grado 3 o inferior, o que no exista
la derivada cuarta, la derivada segunda obtenida en forma numérica, es «exacta».t

Mediante razonamientos analogos o similares pueden obtenerse algoritmos para calcular
derivadas numéricas de orden superior. Sin embargo, a medida que aumenta el orden de la
derivada, aumenta el exponente de h, y con ello, la inestabilidad del algoritmo. Calcular una
derivada numérica de mayor orden puede llevar a que obtengamos valores poco satisfactorios
o directamente intutiles, si el paso h elegido se demasiado pequeno. Algo de esto se vera mas
adelante cuando tratemos la resolucion de ecuaciones diferenciales.

6.2. Integraciéon numérica

Como en el caso de la diferenciaciéon numérica, la integracién numérica tiene la misma
dificultad de trabajar con métodos simbdlicos. Existen muchos programas de aplicaciéon en la

4Esta aproximacion de la derivada segunda la usaremos mas adelante.
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ingenieria que dependen de obtener integrales definidas. Como es practicamente imposible agregar
una base de datos que incluya las primitivas de cualquier funcién, la tnica manera de calcular
estas integrales es mediante métodos numéricos. Un ejemplo en este sentido es la utilizacion
del método de los elementos finitos en el analisis estructural, que calcula la matriz de rigidez
mediante la integracién numérica.

Veremos a continuacién varios métodos numéricos para calcular integrales definidas, ana-
lizando ventajas y desventajas de cada uno de ellos.

6.2.1. Formulas de Newton-Cotes

Antes de desarrollar las distintas formulas o métodos para obtener una integral definida
en forma numérica, daremos algunas definiciones.

Definiciéon 6.1. Dada una funcion f(x) definida en [a;b], se denomina cuadratura numérica de
la integral I(f) = fab f(z)dz a una férmula tal que:

n

Qn (f) = aif (w); (6.54)

i=1

con ¢; € Ry x € [a,b]. Los puntos z; se denominan puntos de cuadratura (o raices) y los
valores ¢;, coeficientes de cuadratura o de peso. Asimismo, se define el error de la cuadratura

como E,(f)=1(f) — Qn(f).

Definicién 6.2. Una cuadratura numérica tiene grado de precision m si E,(z¥) = 0 para
k=0;1;...;my BE, (™) #£0.

Observacion 6.2.1. Si una cuadratura numérica tiene grado de precision m, entonces E,, (pg) =
0 para todo polinomio pg(z) de grado menor o igual a m (k < m).

Definicion 6.3. Se denomina formula cerrada de Newton-Cotes a toda cuadratura numérica
cuyos nodos incluya a los extremos del intervalo.

Definicion 6.4. Se denomina férmula abierta de Newton-Cotes a toda cuadratura numérica
cuyos nodos no incluya a los extremos del intervalo.

6.2.2. Formulas cerradas de Newton-Cotes
Férmulas simples

Supongamos que tenemos la siguiente funcion (o curva) y queremos hallar el area bajo
la misma en el intervalo [a, b], como vemos en la figura 6.4.

Para empezar, podemos hacer dos aproximaciones muy simples como las de las figu-
ras 6.5(a) y 6.5(b).

En la aproximacion de la figura 6.5(a), vemos que el area obtenida es menor que el area
buscada. En cambio, en la 6.5(b), la aproximacion obtenida del area es mayor que el area buscada.

Estas dos aproximaciones podemos expresarlas mateméticamente como:

@Qn(f) = fla)(b—a); (6.55)

para el caso (a) y,
Qn(f) = f(b)(b—a); (6.56)

para el caso (b).

Otra forma de aproximar el area la vemos en la figura 6.6.

Al tomar un segmento recto que une f(a) y f(b) la aproximacion del area bajo la curva
es algo mejor que la vista en los casos anterior, pero sin llegar a encontrar el valor buscado. En
la figura 6.6 queda evidente que en ese caso la aproximacién es por defecto.
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£(x)

1.0 . 0.0

x

(a) Aprozimacion por defecto (b) Aprozimacion por exceso

Figura 6.5: Aproximacion por rectdngulos.

f(x)

Figura 6.6: Aprozimacion por trapecios.

La expresion matematica para este caso es:

Quin =171 ) (657

Generalicemos estas tres expresiones. Definamos h = b — a, y escribamos cada una de las
expresiones de la siguiente forma:
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= Aproximacion por rectangulos (defecto): Qn(f) = h- f(a);
» Aproximacion por rectangulos (exceso): Qn(f) = h- f(b);

= Aproximacion por trapecio: Q,(f) = % - [f(a) + f(b)].

Para establecer si las aproximaciones anteriores son buenas, estimemos el error de cada
una de ellas. Primeramente, analicemos cualquiera de los dos métodos que aproximan con un
rectangulo. Al desarrollar f(z) respecto del punto a mediante una serie de Taylor, tenemos que

(x - a)?

f(x) = f(a)+ f'(a)(z —a) + f”(a)T +.... (6.58)

Para obtener la integral basta con integrar la serie también. Entonces tenemos que

/ab f(z)dz = /ab f(a)dz + /ab f'(a)(z — a)dz + /ab fﬂ(a)(x;a)gdx e (6.59)

Si integramos y truncamos en el término de la derivada primera, nos queda

’ 1oy (b= a)?
[ t@de = @o-a)+ 51905 (6.60)
con ¢ € [a,b]. Como h = b — a nos queda
h? b—a
[ = ran+ £l =@+ 50 o) (6.61)
——

es decir, nuestra expresién tiene un error proporcional a la derivada primera y su orden de
convergencia es O(h). Para el caso de usar f(b) el error es analogo.

Ahora analicemos el método del trapecio. Utilicemos una interpolacién entre el punto a
y b aplicando el Método de Lagrange, con su error °. En este caso tenemos que

F0) = F@ 20 4 f0 a2 4 e T2, (6:62
Integremos el polinomio obtenido; asi nos queda
b a) [° b b (2 —a)(z -
/ f(z)dz = cf(—)b/ (x —b)dx + (;fibl/ (x — a)dz + f”(f)/ z=a@=b) )2( b)d:c
a —a)?
S0y 0=
) ), h3 (6.63)
f(a) "' f(b) b—a h?
/ f@)da = h— = O

nuevamente con § € [a,b]. Lo que hemos obtenido es un método cuyo error es proporcional a la
derivada segunda. Hemos mejorado nuestra aproximacion, incluso porque ahora ese mismo error
es proporcional a h? (O(h?)).

Analicemos ahora una segunda mejora. Supongamos que podemos calcular la funcién en
T = “TH], es decir, podemos obtener f (“TH)) En consecuencia, tenemos ahora tres puntos que
nos pueden servir para obtener el area buscada. Hagamos pasar una curva por esos tres puntos

utilizando el polinomio de Taylor y definamos en este caso que h = b_T“.G

®Otras formas son: usar el Método de Newton para interpolar o truncar el desarrollo por Taylor del rectangulo
en el término que contiene a f”(a).
STambién podemos obtener esta curva mediante una interpolacién polinémica que pase por los tres puntos.
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10| /'\

0.0

Figura 6.7: Aprozimacion por arcos de pardbola cuadrdtica.

Podemos ver en la figura 6.7 que el adrea aproximada por esta curva que pasa por tres
puntos se acerca al drea buscada; es una muy buena aproximacion.

Una curva que pasa por tres puntos es una pardbola de segundo grado, y el método que
la aplica es conocido como Método de Simpson, cuya expresion matemética es:

h

= [r@+ 10+ 1.1 (5], (6:64)

Analicemos el error cometido con esta nueva expresion. Tomemos nuevamente nuestro
desarrollo de Taylor pero a partir del punto ¢ = “TH’ y cortemos la expresion en la derivada
cuarta. Entonces nos queda

JAY 3 ‘ Y
£@) = £ + 7@ -+ 10T oD ) E o )
con & € [a,b].
Si integramos nuevamente nos queda
2
/f dx—/f da:—i—/f a:—cda:+/f()(2)da:+
4
/ fl// ) dSL‘+/ fiv(c) (.CU 240) dr
o 3 (6.66)
:ﬂ@@—@+f@ﬂx2@+¢%@@yf> +
iy @ ey @[
+ ) 5 a+f (€1) 50— )
Ahora tomemos que h = b — x1 = ¢ — a. Entonces nos queda
n3 ‘ 5
[ = ren s 0% + el (6:67)

Aproximemos la derivada segunda en ¢ mediante una derivada discreta, como la vista
en diferenciaciéon numeérica. Dado que esta aproximaciéon debe tener un error de truncamiento
similar a nuestra aproximacién de la integral, usaremos la derivada por diferencias centradas,
que también es proporcional a f%(&):

a) — x 2
f//(c) — f( ) 2f]£2 1) + f(b) _ %fzv(§2)7 (668)
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con & € [a, b].
Al reemplazarla en la formula de integracion, nos queda

/ f )2h+ f(a) - 2,22 ) f( ) fw(£2) h? + f“’(&) h?
h - h5
= g[f(a) +4f(c)+ f(b)] - fw(f)% (6.69)
— 5 [r@+ar (“52) + ro] - 15 L,

con ¢ € [a,b]. Usualmente el término de error se define como:
4 b—a v

de ahi que el orden de convergencia sea O(h*).

Vemos que el error del Método de Simpson es proporcional a la derivada cuarta, por lo
tanto, esta expresién nos da una integral «exacta» para polinomios de grado menor o igual a
tres.

Unifiquemos los cuatro casos en un intervalo de integracién. Si tomamos como intervalo
[a, b] el intervalo [—1; 1], nos queda para cada método lo siguiente:

» Aproximacion por rectangulo (defecto): Q,(x) =2 f(—1).

» Aproximacion por rectangulo (exceso): Qn(x) = 2- f(1).

» Aproximacion por trapecios: Qn(z) =1-f(=1) +1- f(1).

= Aproximacién por Simpson: Qn(z) = % - f(—1) + 3 - f(0) + 3 - f(1).

Si nos fijamos en la definicién de cuadratura podemos ver que hemos definido para cada
caso un valor de ¢; y un valor de x;, que son los siguientes:

» Aproximacion por rectangulo (defecto): ¢ =2, z1 = —1.
» Aproximacion por rectangulo (exceso): ¢; = 2, 1 = 1.
» Aproximacién por trapecios: ¢c; =co =1, 11 = —1, 9 = 1.

= Aproximacioén por Simpson: ¢; = ¢z = %, co =

ol

71/‘1:_17 :1:2:07 1"3:17

con lo cual podemos escribirlos segun la forma general definida como cuadratura numérica:

n

Qu(f) = cif (x:); (6.71)

i=1

siendo n = 1 para la formula del rectangulo, n = 2 para la del trapecio y n = 3 para la de
Simpson.

FEn los métodos vistos anteriormente, los datos que usdbamos para aproximar la integral
se apoyaban solamente en la funcién a integrar. Pero si conocemos la funcién, podemos conocer
también su derivada primera. ;Qué pasa si tomamos como datos para aproximar la integral
definida también las derivadas primeras de la funcién en los puntos a y b7 Por lo pronto, y de
acuerdo con lo ya visto, es posible armar una funcién polindémica de tercer grado, gracias a la
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interpolacion por el Método de Hermite: P(x) = ag+ a1z +az x? + a3 3. Una forma mas sencilla
de escribirla es mediante el Método de Newton adaptado al Método de Hermite:

f(bl)):i(a) o f/(a)

f(w) = P(x) =f(a) + f'(a) (v —a) +

£/ - 2291+ p(a)
(b —ap?

(6.72)
(z —a)?(z —b).

Al igual que en los casos anteriores, aproximemos la integral fab f(z)dx con f; P(z)dz

r)de = [ f(a)dz+ [ f'(a)(x—a)dz+ bfb) f(a f/()(:c—a)Qd:H—
[ P " s [ [

b p(b) — 2101 o o) o
~ W a 2
+ /a b—af? (x —a)*(z — b)dx.
Al resolver cada uno de los términos de la derecha obtenemos lo siguiente:
b —a)? —a —a)?
[ P@as=s@ 6 -0+ 1@ 5 4 o) - s 50 - @
. (6.74)
.o (b—a)? b—a . (b—a)?
~ PO 10) - @) - Fa)
Si reagrupamos todos los términos, la expresion queda:
b 2
[ fade =5 @) + )+ O () - ) (6.75)

que se conoce como Método del Trapecio Mejorado. Este método tiene el mismo orden de con-

v 4
a)f 7(§3h ), pero al necesitar las derivadas

vergencia que el Método de Simpson (E(h) = (b —
primeras en los puntos extremos, no es muy usado.
Atun cuando estas aproximaciones tienen una precision interesante (sobre todo la tltima),
no siempre son lo suficientemente precisas para resolver cualquier problema. Para mejorar nuestra
aproximacion, veremos a continuacion algunas formas de mejorar la precision de las cuadraturas.

Férmulas compuestas

Supongamos que en lugar de utilizar la formula del rectangulo con el paso h = b — a,
dividimos ese intervalo en intervalos mas pequenos. Empecemos por definir un nuevo paso mas
chico, tomando h = *52. Ahora podemos aproximar la integral con dos subintervalos, tanto por
defecto como por excebo que resultan ser [a,a + h| y [a + h,b], con los cuales se obtienen las
siguientes aproximaciones:

Qu(f) =h-fla)+h-fla+h);

Qn(f) =h-fla+h)+h-f(b).

Ambas aproximaciones las podemos ver en la figura 6.8. La primera (6.8(a)) es una apro-
ximacioén francamente por defecto, en cambio, en la segunda (6.8(b)) tenemos una aproximacion
por exceso.

Si hacemos un desarrollo similar con la féormula del trapecio, tomando el mismo paso
(h = IFTa), y por ende, los mismos subintervalos, tendremos:

a+b

| >

Q) = 5 (@) + flat b))+ 5 ot 1)+ £0] = | 1@ +2f (“57) + £0)] .- (6:70)
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1.0 1.5 0.5 1.0

(a) Aprozimacion por «izquierday. (b) Aproximacion por «derechay

Figura 6.8: Aproximacion compuesta por rectingulos.

f(x)

Figura 6.9: Aproximacion compuesta por trapecios.

La aproximacién obtenida la podemos ver en el figura 6.9.
Al igual que en los casos anteriores, podemos mejorar la aproximacion del Método de
Simpson usando la misma técnica. Si dividimos nuestro intervalo inicial en dos, de manera de

trabajar con dos subintervalos y definimos h = l’%“, tendremos la nueva aproximacion:
h h
Qn(f) = 3 [f(a)+ fla+2h)+4- fla+h)] + 3 [f(a+2h)+ f(b)+4- f(a+3R)]. (6.77)

Podemos simplificar la expresion para que nos quede una mas general:

On(f) = g [F(a) + F(B)+2- flat2h) +4- fla+h) +4- fa+3h)]. (6.78)

El resultado de aplicar esta formula, como se puede ver en la figura 6.10, muestra que la
aproximacion obtenida es muy precisa, y que el resultado es muy cercano al «exacto».
Podemos generalizar las expresiones de los métodos para n subintervalos:

= Rectangulos:

n—1
Qu(f)=h-Y_ fla+i-h), (6.79)
=0
n—1
Qu(f)="h-|>_ fla+i-h)+ f(b)|, (6.80)
i=1

b—a.
n

con h = ;
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1.0t |

0.8 |

f(x)

0.0 1 L 1
0.0 0.5 1.0 1.5

Figura 6.10: Aproximacion compuesta por Simpson.

= Trapecios:

n—1
Qu(f) =5 |Fla) + F®) 423 flatioh)|, (6:81)
i=1
también con h = b_Ta;
= Trapecios Mejorado:
h = h2
() =5 [f@+f®) +2: ) flat+i-h)| + Sl (@)= 1O)  (682)
i=1

con el mismo h del método anterior;

= Simpson:

Qn(f) =

w| >

n—1 n
{f(a)+f(b)+2- Y fla+2i-h)+4-) " fla+ (20— 1).h]} (6.83)
=1

=1
Conh:l’Q_—n‘lynzl;Q;?);...;k.

Estas formulas permiten mejorar la precision reduciendo el paso h. En particular, en el
caso del Método Compuesto de Simpson, el error se define como

b—a

), (651

E(h) = bl_TOafw(,u)h4 =Mh*, con M =

con u € [a,b]. Si bien se trata de una mejora en la precision, el orden de convergencia sigue
siendo O(h%).

Sin embargo, esta metodologia tiene una desventaja. A medida que achicamos el paso
aumentamos notablemente la cantidad de operaciones que debemos realizar, lo que significa més
tiempo de procesamiento. Esto no siempre es practico: por ejemplo, dividir el intervalo en 100
subintervalos para aplicar el Método Compuesto de Simpson representa un esfuerzo de calculo
que no siempre mejora la precision del resultado en el mismo sentido. Puede ocurrir que nuestra
representaciéon numérica nos limite el tamano del paso h, lo que nos impide «afinar» el paso todo
lo necesario. Algo similar puede ocurrir con las otras férmulas.

Por otro lado, toda vez que querramos afinar nuestro calculo reduciendo el paso h, de-
bemos calcular practicamente todo otra vez, pues salvo los valores de la funcién en los extremos
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del intervalo, el resto de los valores no suelen ser ttiles (salvo excepciones). Cambiar el paso no
suele tener «costo cero». Busquemos, en consecuencia, otra forma para obtener resultados més
precisos sin tener achicar el paso, incrementar demasiado las cantidad de operaciones a realizar
o repetir todos los calculos.

Método de Romberg

Como primer paso para desarrollar un método mas eficiente que mejore nuestros resulta-
dos, analicemos el error que se comete al aplicar cualquiera de las formulas de cuadratura vistas
en los puntos anteriores. En forma general, la aproximacién la podemos expresar de la siguiente
formas:

b b n b p(n) r n
1) = [ gwae= [ seoniae+ [ TS -
a a ;,_q a . el

=Sty [ 1@ [ na
— —
Qn(f)
y, como vimos al principio, el error estd dado por:
I d
Bu) =10 = Qulh) = o [ 1™e@) [~ 2o (6:80)

i=1
Para cada uno de los métodos tenemos:
Rectangulos: By (f) = 2. f'(¢) h.
Trapecios: Ey(f) = —252- f"(£)h.
Simpson: E3(f) = =% f"(£)h*.

Notemos que las aproximaciones mediante cualquiera de las férmulas vistas se pueden
expresar como:

M=Nh)+ K -h+Ky-h?>+ Kz -h3+...

(6.87)
M—-NGh)=EMh)=K,-h+ Ky -h* +K3-h*>+...

lo que nos permite aplicar el método de Eztrapolacion de Richardson, visto para diferenciacion
numérica. En el caso particular del método compuesto del trapecio, el error puede expresarse
mediante potencias pares de h 7

E(h) = Ky-h* + Ko -h* + ...+ Ko - B* + O(h**T). (6.88)

Esto nos induce a generar una adaptaciéon de este método para la integracién, que se conoce
como Método de Romberg. El desarrollo para obtenerlo es el siguiente. Partamos de la férmula
compuesta del trapecio:

n—1

fla)+ fo)+2- > fla+i-h)|; (6.89)

i=1

Qn(f) :g

"El desarrollo algebraico de este error es bastante laborioso.
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y de acuerdo con lo visto, definamos que:

b—

a2 n .
) (6.90)

n—1
fl@)+ fb)+2- Y flati-h)| -

=1

1)=1

cona<&<byh="t9

n
Para empezar, obtengamos todas las aproximaciones para m; = 1,mo = 2,m3 =4, ...,

my, = 2"~1 con n positivo. En consecuencia, tendremos un hy, para cada valor de my, que estara

definido como hy = l%? = 21’[_ 2. De esta forma podemos expresar la regla del trapecio como:
h g b
. —a
I(f) =5 | Fla)+F®)+2- D flati-hg)| = —5-hif" (&) (6.91)
i=1
Definamos ahora que:
hy, 2k—1_1
Rea(he) = 50 [fla)+ f®) +2- ), flat+i-he)]|; (6.92)

i=1
y con esta nueva férmula obtengamos los distintos Ry ;. En efecto, para k = 1 tenemos que

hl b—a

Ria = 2 [f(@) + f0)] = 25 [F(0) + FO)], (6.9

con hi = b — a. Para el caso de k = 2 tenemos que

Ro = "2 [£() + 1) + 2f(a + ha)]
b;a [f(a)+f(b) +2f (a+ b;aﬂ

. =
5 )+ 7(0) +75

Ri1

1
Ra1 = 3 [Ri1 4+ hif(a+ h2)],

(6.94)

2f(a+ h2)

=

——, con lo que nos queda

h—
con hg = ?a. Analogamente, para k = 3, hy = 1

Rz = @{f(a) + f(b) 4+ 2[f(a+ hg) + f(“Jra]}f’«) +f(a+3h3)]}

2
ha
b_
8
1

= 3 {RQJ + ho [f(a+ h3) + f(a+ 3h3)]}.

C{F@) + F(0) +2f (a + ha) + 2 [f(a+ hs) + f(a+ 3h3)]} (6.95)

Si generalizamos para todos los k, tenemos que

2k72

1 .
Riy = 5 q Broti + hies Zl fla+ (28 — 1)hg] . (6.96)
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Cada uno de estos Ry 1 son aproximaciones de nuestro valor buscado. Para refinar estos
resultados podemos aplicar, ahora si, la extrapolaciéon de Richardson con ¢ = 4. Por lo tanto

tendremos que:
Ri1— Rig—1.1

Riyo=R , 6.97
k2 kit gy (6.97)
con k = 2;3;...;n. Con esta nueva expresion obtenemos un nuevo conjunto de aproximaciones,
cuyo orden de convergencia es proporcional a h*, es decir, es similar al método de Simpson.
Si generalizamos para j : 3; 4; ...; n, obtenemos la siguiente expresion:
Ry j—1 — Rp—1;5—1

Riej=Brja+ —"pg—7 (6.98)

conk =2;3;...;ny j=2;3;...; k. Al aplicar este método, generamos una tabla como la 6.2,

donde cada Ry ; es una mejor aproximacién del resultado, siendo la mejor el R,, .

Tabla 6.2: Método de Romberg

|Rii [Riz [Riz | ... | Rin |
Ry
Ro.q | Ropo
R31 | R3o | R33

R,1 | Rno | Rys | ... | Run

) ) ) )

La ventaja de este método es que nos permite calcular una nueva fila con sélo hacer
una aplicacion de la formula compuesta del trapecio y luego usar los valores ya calculados para
obtener el resto de los valores de las demas columnas de esa nueva fila; no requiere recalcular
todo.

Una cuestiéon a tener en cuenta al aplicar este método, es que supone que la Fdrmula
Compuesta del Trapecio permite la aplicacion de la Eztrapolacion de Richardson, esto es, se
debe cumplir que f(x) € C2(k+1)[a, b]; si esto no se cumple, no tiene sentido seguir afinando el
resultado hasta la iteracion k. Si generalizamos, es evidente que una funcion f(x) que cumpla
con tener infinitas derivadas continuas en el intervalo [a, b] es una funcion a la cual resulta muy
conveniente aplicarle el Método de Rombery.

6.2.3. Formulas abiertas de Newton-Cotes

En los puntos anteriores hemos visto las férmulas cerradas para integrar numéricamente.
Existen también formulas abiertas de Newton-Cotes. La méas conocida es la del punto medio.
Supongamos que tomamos la formula del rectangulo pero en lugar de aproximar el area con
los extremos, tomamos el punto medio del intervalo, es decir, ¢ = aT‘H’. En ese caso nuestra
aproximacion del area buscada estard dada por:

Qulf) = (=a)- F(e) = - f(c), (6.99)
h

La aproximacién efectuada con esta formula se puede ver en la figura 6.11.
Al igual que en los casos anteriores, se puede desarrollar una féormula compuesta, similar
a la formula compuesta del rectdngulo pero tomando los puntos medios de los subintervalos.

Sin embargo, la idea principal de las férmulas abiertas no esta relacionada con tomar
puntos de un intervalo segin un paso uniforme sino en determinar los puntos para efectuar la
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Figura 6.11: Formula del punto medio.

integracion eligiéndolos de una manera diferente. ;Qué significa esto? Analicemos brevemente la
formula del punto medio. Al elegir dicho punto y no los extremos del intervalo, suponemos que
el rectangulo que queda formado aproxima mejor la integral buscada. Si dividimos este intervalo
en varios subintervalos mas pequenos, tendremos una féormula compuesta. Asi y todo, estamos
algo limitados.

Podriamos avanzar en la idea y desarrollar una férmula similar para los métodos del
Trapecio y de Simpson, es decir, crear una curva que no pase por los extremos y nos permita
obtener una buena aproximacién. Las mismas son:

= Método del Trapecio abierto:

b b—a h?
[ t@ide =220 far )+ F0- D+ G- 17O, (.100)

conh:b*Tayﬁe(a,b);

= Método de Simpson abierto:

b 4
b—a Th*
[ f@de =22t 2 pa b = fla+ 20 2 £ =)+ (b-a) o 17, (6101
a
con h =122y ¢ € (a,b).
Pero de todas maneras tenemos la misma limitante: debemos trabajar con puntos equidis-
tantes 8. Esto puede llevar a que debamos utilizar las féormulas compuestas con muchos términos
para alcanzar aproximaciones razonables. Veamos en el punto siguiente un método de integraciéon

que explota la idea de las formulas abiertas de Newton-Cotes eligiendo puntos en la curva de
manera de optimizar la aproximacion de la integral buscada.

6.2.4. Cuadratura de Gauss

Recordemos la féormula para una cuadratura:
n
Qn (f) = aif ().
i=1
Supongamos ahora que elegimos una curva que pase por ciertos puntos y que aproxime
la integral de la funcion dada, usando la férmula de cuadratura. Curvas de ese tipo vemos en la
figura 6.12.

8Recordemos que la base de la integracién numérica es la interpolacién polinémica. Disponer de muchos puntos
distribuidos en forma uniforme no siempre redunda en buenos resultados al interpolar con polinomios.

Revision: 11,/2021 Resumen de las Clases Tedricas - Pag. 155 -



6.2. Integracion numérica Analisis Numérico

f(x)
f(x)
N

0.5}

0.31 0.3}

0.0 L L L L L L L 0.0 L s '
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 0.0 0.5 1.0 1.5

X X

(a) Dos puntos (b) Tres puntos

Figura 6.12: Cuadratura usando curvas de aproximacion.

Elegiremos como puntos que optimizan la integral buscada a aquellos en los cuales la
funcién se intersecta con la curva de aproximacion. Entonces, nuestro problema es elegir la curva
més conveniente. Por ejemplo, en la figura 6.12 aplicamos dos, una recta y una parabola. En
cada caso tendremos dos y tres puntos respectivamente que intersectan a la curva. Podriamos
haber utilizado una parébola ciibica, un polinomio de grado 4, etc.

En los métodos anteriores, para obtener la integral buscada, hemos utilizado puntos
conocidos o que podiamos conocer a partir de definir el paso h. Por ejemplo, en el método del
trapecio utilizamos dos puntos para aproximar nuestra integral, 1 y xs, de manera que nuestra
aproximacion queda de la siguiente manera:

_h
)

I(f) [f (1) + f(22)]. (6.102)

De la féormula de cuadratura podemos extraer que, si definimos que h = b—a, donde [a, b]
es nuestro intervalo de integracion, para el caso del método del trapecio tendremos que:

b—a
5

r1=a, r9 =0, ¢t =co =

Supongamos ahora que definimos un intervalo fijo de integracion, por ejemplo, el [—1; 1].
En vez de fijar los valores x;, armemos una aproximacion de nuestra integral de manera tal
que dispongamos de mas «variables» para aproximar nuestra integral. En esta nueva situacion
debemos obtener para ese intervalo los puntos x; y los coeficientes ¢; para nuestra férmula de
cuadratura, esto es, debemos buscar los puntos 1, s, ..., T, y los coeficientes ci, co, ..., ¢, que
optimicen nuestra aproximacién. En consecuencia, tenemos 2n incoégnitas que debemos obtener.

Si recordamos que un polinomio de grado 2n — 1 tiene 2n coeficientes (por ejemplo, un
polinomio de tercer grado tiene la forma ag + a1z + asz? + azx?), podriamos decir que hallar
esos parametros para nuestra féormula de cuadratura es equivalente a obtener los coeficientes de
ese polinomio de grado 2n — 1.

Por ejemplo, si tomamos aproximamos f(z) con una parabola cibica, tendremos que:

b b
/ flz)dr = c1f(x1) +caf(xa) = / (ap + a17 + asa?® + azz®) dz. (6.103)
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Notemos que debe cumplirse que

b
c1 (a0 + a121 + azat + azx?) + c2 (ap + ar122 + azx3 + azws) =/ ag dz+
a

b
+ / a1z dz+
“b (6.104)
+ / asx® do+
a
b
+ / agz® de,
a
de lo que resulta un sistema de ecuaciones no lineales:
b
cl+02:/ de=b—a (6.105)
a
b b2 — g2
cl-a:1+62-:c2:/ rdx = 5 (6.106)
a
b b3 _ a3
cl-x%—i-cz-x%:/ 2% de = 3 (6.107)
a
b b4 - CL4
cl~m§'+02~x§:/ 23 de = I (6.108)
a

Si obtenemos los valores de ¢; y de z;,y los reemplazamos en la funcién original, podemos calcular
nuestra integral.

Gauss defini6 estos polinomios para aproximar la integral, en el intervalo [—1; 1] y obtuvo
los ¢; y x; para la cantidad de puntos que se deseen utilizar o, lo que es lo mismo, del grado del
polinomio de aproximacién. Estos polinomios son ortogonales y conocidos como polinomios de
Legendre®, y son los siguientes:

Py(z) =1 Pi(z)==x
1 1
Py(z) = 5(33:2 -1) Psy(z) = 5(5$3 — 3z)
1
Py(x) :x4—gx2+% P5(x):x<x4—90+251>
1 odb o,
o) = g e 1)

La raiz de cada polinomio resultan ser los puntos x;. Con éstos y la ayuda de un polinomio
interpolante de Lagrange integrado en el intervalo [—1; 1], obtenemos los coeficientes ¢;. (En 3]
se pueden ver mas detalles de como obtener los coeficientes de peso.)

En la tabla 6.3 se dan algunos los valores de las raices y los coeficientes, de acuerdo con
la cantidad de puntos que se utilicen para aproximar la integral.

Este método es muy 1util cuando lo que queremos aproximar son integrales de funciones
polinémicas, puesto que los resultados son exactos cuando g < 2n — 1, donde g es el grado del
polinomio a integrar y n la cantidad de puntos de Gauss. Por ejemplo, con n = 2, es decir, con
dos puntos de Gauss, podemos aproximar cualquier integral de polinomios cuyo grado sea menor
o igual a tres, pues se cumple que g =3 <2-2—1.

9Hemos analizado los polinomios de Legendre en el capitulo 5.

Revision: 11,/2021 Resumen de las Clases Tedricas - Pag. 157 -



6.2. Integracion numérica

Analisis Numérico

Tabla 6.3: Raices y coeficientes de la cuadratura de Gauss-Legendre

ENES | c |
1 | z; = 0,0000000000 c1 = 2,0000000000
] = —% = —0,5773502692 | ¢; = 1,0000000000
Ty = % = 0,5773502692 ¢z = 1,0000000000
3 | z1 = —0,7745966692 c1 = 0,5555555556
2 = 0,0000000000 cg = 0,8888888889
x3 = 0,7745966692 c3 = 0,5555555556
4 | z1 = —0,8611363116 c1 = 0,3478548451
o = —0,3399810436 co2 = 0,6521451549
x3 = 0,3399810436 c3 = 0,6521451549
x4 = 0,8611363116 ¢4 = 0,3478548451
5 | z1 = —0,9061798459 c1 = 0,2369268850
9 = —0,5384693101 co = 0,4786286705
x3 = 0,0000000000 c3 = 0,5688888889
x4 = 0,5384693101 ¢y = 0,4786286705
x5 = 0,9061798459 cs = 0,2369268850

Si el intervalo de integracion no es [—1; 1], basta con hacer un cambio de coordenadas. Si

tenemos la siguiente integral:
b
1) = [ fla)ds,

debemos hacer la siguiente transformacion lineal para poder aproximar con cuadratura de Gauss:

b—a [!
. /_1f(t)dt.

Finalmente, una cuestion a tener en cuenta es el error cometido al aproximar una integral
mediante cuadratura de Gauss. La expresion del error el intervalo [—1; 1] esta dado por

b—at+b+a.
2 2

I(f) =

(6.109)

xTr =

92n+1 (n|)4
(2n + 1)[(2n)!]

5./2"(6), (6.110)
donde n es el namero de puntos utilizados y £ € [—1;1]. Si ampliamos el método al intervalo
[a, b], tenemos que el error esta dado por

(b _ a)2n+1(n!)4

(2n+ 1)[(2n)!)? @),

(6.111)

con ¢ € [a,b]. Vemos que en ambos casos el error cometido es proporcional a la derivada de
orden 2n. Por ejemplo, si n = 2, entonces el error cometido es proporcional a la derivada cuarta
(f(€)), pues tenemos

(b _ a)2 : 2+1(2!)4
(2-2+ D[(2-2)!]2

f22e) =

(b—a) @)
Wf (€)-

(6.112)

Esto confirma que con dos puntos de Gauss (n = 2) obtenemos una integral «exactay
para polinomios de grado 3 o menor, pues en esos casos se cumple que f*(z) = 0 para cualquier
x, por lo tanto, también para f*(£) con £ € [a, b].
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Al igual que para los métodos anteriores, podemos pensar en un método compuesto para
Gauss. Efectivamente, si dividimos el intervalo [a;b] en subintervalos méas pequenos, podemos
utilizar la cuadratura de Gauss en esos subintervalos, con la correspondiente transformacion
lineal, e inclusive usar un aproximacién con n no mayor a 3, con excelentes resultados.

Como hemos dicho, el método es muy bueno para aproximar integrales sobre todo de
funciones polindémicas. El método pierde practicidad si no conocemos la funciéon (por ejemplo,
s6lo conocemos puntos), y si debemos programar una base de datos con todas las raices de los
polinomios de Legendre con sus coeficientes de peso.

6.2.5. Integrales miltiples

Al igual que para el caso de integrales simples, podemos calcular en forma numérica
integrales multiples, en dos o tres dimensiones. Tomemos la siguiente integral:

/ /A F@,y)dA, (6.113)

donde A es una regioén rectangular en el plano tal que
A={(z,y)la <z <b; c<y<d}

Entonces, podemos escribir la integral de arriba como

/Cd [/abf(m,y)dm] dy. (6.114)

Integremos respecto a x usando el método del trapecio. De esta manera obtendremos

b—a

b
[ e = 200 (o) + 10 (6.115)

Reemplacemos esta expresion en la integral doble y hagamos lo mismo pero respecto a y.
Entonces nos queda que

/cd [/b f(x, y)dsc] dy ~ /cd b_Ta [fla;y) + £(b,y)] dy

—a 4
~ 25 [ (ran + reldy (6.116)

<[ e [ r6.a)

Si aplicamos a cada integral la regla del trapecio, nos queda

d —c
[ ey~ (a0 + o) (6.117)
d d—c
| 100y~ S E (ko) + 0.0, (6.115)
Al reemplazar estas dos expresiones en (6.116) nos queda que
d b (b—a)(d—rc)
/ / Py dedy = PN (r0,0) 4 fla,d) + 700 + 10, d). (6.119)

En definitiva, podemos obtener una aproximacién de una integral multiple, en este caso
doble, mediante la aplicacion del método del trapecio en dos dimensiones. También aplicando
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el método de Simpson podemos obtener una aproximaciéon de dicha integral. En este caso, la
expresion es

/cd/abf(x,y) d:ndyN

{fac + f(a,d)+ f(b,c) + f(b,d)+
[( c+d> <b,c—;d)—i—f<a—2'_b >+f<a+b >]+

(6.120)

donde h, = Z’_T“ y hy = d2 Si reemplazamos esto ultimo en la expresion general y ademaés

definimos zg = a, 1 = “Tb =by=c Yy = C+d e Yo = d, tenemos que

/ / Flow) dway = T o) b fao,) + Flas o) + Floa,m)+

+4 [f(xo,:th) + f(21,90) + f(z1,92) + f(22,91) +4f (21, 91)]}-

(6.121)

El error cometido por aproximar la integral mediante esta féormula estéa dado por:

By — (b— aiéd — ) h2 02 J;(i’ i) h2a ‘gj’ ) (Método del trapecio), (6.122)
g = (b— a;éd —0) _h48 -};(54’ i) h48 '};(; ,u)— (Método de Simpson), (6.123)

que, como podemos observar, son muy parecidos a los vistos para el caso de integrales simples.
Estos métodos también se pueden modificar para obtener las formulas compuestas, simi-
lares a las vistas anteriormente. (Para méas detalles, véase [3].)
Asi como hemos aplicado los métodos de trapecio y de Simpson, lo mismo podemos hacer
con la cuadratura de Gauss. Si aplicamos el mismo razonamiento para integrar segin x tendremos
que

b h— n
[ ) dom P00y af i) (6124)
a i=1

Si hacemos lo mismo respecto de y, obtendremos

/Cd/abf(w,y) dxdy%/cdb;aizn;Cif(xi,y) dy

sz(xzay)d
b—a e~ d— ¢
Y 5 D acf () (6.125)
i1 =1
b—ad— ¢
Ny ZZCiij(xi,yj)
i=1 j=1
b— d— n m
o O =) SN ),
=1 j=1
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con
b—a b+a
i = t; 12
x 5 5 (6.126)
d— d
v =5t + —; ‘ (6.127)

donde t; y t; son las raices de los polinomios de Legendre, y ¢; y ¢;, los coeficientes de peso.
Por ejemplo, si tomamos n = m = 2 tenemos que t; = —%, ty = % yer =c =1,y la
aproximacion nos queda como

d rb (b—a)(d—rc)
f(z,y) dvdy ~ 1 [f(xi,y1) + f(z1,92) + f(x2,y1) + f(z2,92)] . (6.128)
C a
con b—a 1 b+ b—a 1 b+
—a a —a a
T = — 9 ﬁ—i_ 9 T = B ﬁ—i_ 9 y
y
d—c 1 d+c d—c 1 d+c
n=-— ﬁ+ 5 Y2 = —5 ﬁ'i‘ 5

Podemos ver que con este método solamente tenemos que evaluar la funcién a integrar
en cuatro puntos, en cambio, con el método de Simpson debemos evaluar la misma funciéon en
nueve puntos. Este método es muy utilizado por el Método de los Elementos Finitos para obtener
integrales dobles.

6.3. Notas finales

La integraciéon numérica es uno de los métodos numéricos més utilizados en la ingenieria
y en la ciencia en general. Inclusive, muchos programas para computadoras hacen usos de los
algoritmos vistos en este capitulo. Por ejemplo, el MatLab® aplica el Método de Simpson en su
funcién quad que calcula integrales definidas, en tanto que el Mathcad®, aplica el Método de
Romberyg, entre otros.

Por otro lado, uno de los métodos numéricos méas utilizados en el anélisis estructural,
el Método de los Elementos Finitos, aplica la integraciéon numérica en forma sistematica para
obtener la matriz de rigidez de un sistema estatico. Més atin, para ciertos casos especiales hace uso
exclusivo de la cuadratura de Gauss, como es el caso de la integracion en una y dos dimensiones
para elementos lineales o de superficie (elementos de barra, de viga, de estado plano y de placa)
e inclusive para determinados tipos de elementos se ayuda con una «integraciéon reducida» para
evitar ciertos problemas del modelo numérico.

Ejercicios
Diferenciacién numeérica

1. Aproxime las derivadas primeras aplicando los Métodos de Diferencias Progresiva y Regre-
siwa de orden 1 para completar la siguiente tabla de datos:

o) x| f(@) | f() b) =z | fx) | f=)

0,5 | 0,4794 0,0 | 0,00000
0,6 | 0,5646 0,2 | 0,74140
0,7 | 0,6442 04 | 1,3718
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2. Aproxime las derivadas primeras aplicando los Métodos de Diferencias Progresiva, Centrada
y Regresiva (todos de orden 2) para completar la tabla de datos el ejercicio anterior.

3. Aproxime las derivadas primeras aplicando los métodos necesarios para que el orden de
convergencia sea 2, para completar la siguiente tabla de datos:

o) x| fl2) |fl(x) ) x| fla) | f(2)

1,1 | 9,025013 8,1 | 16,94410
1,2 | 11,02318 8,3 | 17,56492
1,3 | 13,46374 8,5 | 18,19056
1,4 | 16,44465 8,7 | 18,82091

4. Aplique el método de Extrapolacion de Richardson iterando hasta N3(h) para aproximar
la derivada de las siguientes funciones:

a) f(z) =Inz, paraxyg =2y h = 0,4;

b) f(x) =z +€* paraxg =0y h=04;
c) f(x) =¢€" senz, para zg =2y h =0,2;
d) f(z) =e %2% paraxg=3yh=0,1.

5. A partir de los datos de la siguiente tabla, aproxime con las férmulas adecuadas (que
utilicen todos los datos disponibles) f(0,4), f”(0,4), '(0,6) y f”(0,6).

z | 02 | o4 | 06 | 08 | 10
f(z) | 0,9798652 | 0,9177710 | 0,8080348 | 0,6386093 | 0,3843735

Integracién numérica
Métodos de Newton-Cotes Cerrados

1. Aproxime las siguientes integrales aplicando el Método del Trapecio, el Método de Simpson
y el Método del Trapecio Mejorado. Compare los resultados obtenidos.

10 5 6
a)/ 4z de b)/ (222 +7)dz c)/ (323 +5)dz
0 1 2
7/
d)/2 (2,52 +32) da e)/ 4senxd:c f)/5 e’ dz
0

-1 -2

2. Aproximar nuevamente las integrales del punto anterior pero aplicando el Método del Tra-
pecio Compuesto, el Método de Simpson Compuesto y el Método del Trapecio Mejorado
Compuesto.

3. Repita el punto anterior pero aplicando el Método de Romberg.

Métodos de Newton-Cotes Abiertos

1. Aproxime las integrales del item 1 del punto anterior aplicando el Método del Punto Medio
v la Cuadratura de Gauss-Legendre.
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2. Aproxime las siguientes integrales mediante Cuadratura de Gauss-Legendre, eligiendo la
cantidad de puntos necesarios para obtener un resultado «exactoy:

1 10
a)/ 427 +52° de b)/ 1028 + 322 dz
-1 —2,5

Ejemplos de aplicacién practica

1. El Método de los Elementos Finitos aplicado al Anélisis Estructural resuelve estructuras
estaticas mediante la modelacion de las estructuras con una malla discreta de elementos,
que genera un sistema de ecuaciones lineales, usualmente definido como K U = R, donde
la matriz K se denomina matriz de rigidez. Esta matriz se obtiene por la integracién de
cada una de sus componentes en un dominio dado, generalmente aplicando la Cuadratura
de Gauss-Legendre. Como ejemplo de ello, calcule las componentes de una matriz de rigidez
de dimensiéon 4 x 4 de manera de que el resultado de dichas integraciones sea «exacto».

2. El tablero de un puente parabolico (polinomio de segundo grado) muestra una cota de
40,00 m en los extremos y una cota de +5,00 m en el centro. El puente se ha diseiado
para cruzar un canadoén, para lo cual se ha considerado adecuado que la distancia entre
apoyos (extremos) sea de 100 m. Determine la longitud del desarrollo del tablero.

£
g
w
-

50.00 m 50.00 m

\ 100.00 m

Integrales Miiltiples en forma numeérica

1. Aplique el Método de Simpson para aproximar las siguientes integrales miiltiples. Considere
m=n=2.
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2,1 (14
a) Jy; f1,2 xy dy dz.
b) 2?2 (2% +y?) dyda.
c) 00’5 00’5 eV~ " dy dux.

2. Aproxime las integrales del punto anterior pero considere m = 4 (Método de Simpson
Compuesto) y n = 2.

3. Idem el caso anterior pero con n = 4 (Método de Simpson Compuesto) y m = 2.
4. Idem el caso 2 pero con m =n = 3.

5. Aproxime las integrales del punto 1 pero aplicando el Método del Trapecio Compuesto con
m=n =4.

6. Nuevamente aproxime las integrales del punto 1 aplicando Cuadratura de Gauss-Legendre:

a) Conm=mn=1.
b) Conm=n=2.

¢) Conm=mn=3.
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Capitulo 7

Ecuaciones diferenciales ordinarias

7.1. Ecuaciones diferenciales ordinarias con valores iniciales

7.1.1. Introduccion

Una importante proporcién de los problemas que debemos resolver como ingenieros se
pueden representar mediante ecuaciones diferenciales ordinarias, que son aquellas que estédn ex-
presadas en derivadas totales !. Como ejemplos de este tipo de ecuaciones tenemos las siguientes:

dM
= Kl equilibrio de una viga sometida a flexion: s +p=0;
x

Qi
= Un circuito del tipo LR: L d—z +Ri=V;

dT
» La transmision del calor unidimensional: ¢ = —kA— 2.

dx

Asi, buena parte de los métodos que empleamos para encarar un determinado problema
resultan ser soluciones analiticas de ecuaciones diferenciales que se aplican en forma metodica y
que se han obtenido a partir de ciertas condiciones, que pueden ser iniciales o de borde. Un caso
bien conocido es la resolucion de sistemas hiperestéaticos en Estética (también los isostaticos), en
los que se aplicaban métodos practicos y numéricos (como el método de Cross) derivados de las
soluciones analiticas.

Del conjunto de ecuaciones diferenciales empezaremos por las mas sencilla, que son aque-
llas que involucran a la primera derivada, de las que basta conocer las condiciones iniciales. Si
bien en cualquier curso de Anélisis Matemaético se aprenden métodos analiticos para obtener las
soluciones de dichas ecuaciones, sabemos que no siempre son aplicables o no siempre obtendremos
soluciones analiticas. Por ejemplo, y volviendo al caso de estructuras hiperestaticas, no resulta
sencillo resolver la ecuacién diferencial para el caso de una carga concentrada. Es en estos casos
cuando los métodos numéricos se convierten en la tinica herramienta para obtener algin tipo de
solucién aproximada que nos permita resolver el problema.

Existen muchos ejemplos de ecuaciones diferenciales con condiciones iniciales, entre los
cuales podemos mencionar los siguientes:

= Dindmica de poblaciones. El economista inglés Thomas Malthus propuso el siguiente
modelo matematico para definir el crecimiento demografico:

dpP
— =kP;
dt
'Para una mejor comprension del tema, ver [21].
. . . . . d
2En realidad, se trata de un sistema de ecuaciones diferenciales, pues ¢ = d—?
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con k > 0, es decir, que la tasa de crecimiento de la poblacién es proporcional a la poblaciéon
total. (Este modelo en realidad no es muy preciso, pues deja de lado otros factores como la
inmigracién, por ejemplo, pero en su momento daba una buena aproximacién al problema
demografico.)

» Desintegracion radiactiva. El siguiente modelo matemaético es el que se aplica para el
estudio de la desintegracion radiactiva:

dA

— =kA;
dt ’

en este caso, con k < 0. Este modelo es la base del método de dataciéon por Carbono 14,
usado en muchas disciplinas cientificas.

» Ley de Newton del enfriamiento o calentamiento. [saac Newton propuso la siguiente
ley matematica para el cambio de temperatura:

dT
— =k(T -Tn);
o =M )

con k < 0, donde T, es la temperatura del medio, y T" la del objeto analizado.

» Ley de Torricceli. El drenado de un tanque cumple con el siguiente modelo:

% = —Ap\/29h.

Si definimos V' = Ay, h, entonces la expresiéon anterior se puede escribir como
dh
\/ 2
at - gh

La mayoria de los libros toma el caso del péndulo como el ejemplo tradicional de las
ecuaciones diferenciales ordinarias con valores iniciales. El modelo matematico que representa
este fenémeno esta dado por:

d26 g

— = ——sen(f
donde g es la aceleracion de la gravedad, L, la longitud del péndulo, y @, el angulo del péndulo
respecto de la vertical. Este ejemplo suele linealizarse para el caso de dngulos muy pequenos,
pues se cumple que sen(f) = tan(f) = 0, y la ecuacion diferencial queda

d20
9,

dtz
modelo que en realidad esté representado con una ecuacién diferencial de segundo orden.

Otro ejemplo de la ingenierfa civil en el &mbito del analisis estructural es la ecuaciéon del
esfuerzo normal en una barra, que se define como

dN H):
E == (CC),
donde ¢(x) es una carga uniformemente distribuida en el eje de la barra.

En lo que sigue veremos, primero, las condiciones para que la solucién de una ecuaciéon
diferencial ordinaria tenga solucién tnica, y en segundo término, varios métodos para resolver
numéricamente este tipo de ecuaciones.
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7.1.2. Condiciéon de Lipschitz
Una ecuacion diferencial ordinaria con valor inicial esta definida de la siguiente manera:

d
dié:f(t,y) cona<t<b eyla)=y.

Una funciéon f(t,y) € D C R2, con D convexo, cumple con la condicién de Lipschitz si
satisface que
’f(t’ yl) - f(tva)‘ <L ’yl - y2| )

<L

— )

Of(t,y)
Jy
para todo (t,y) € D.
Para que una ecuacién diferencial tenga solucién tinica debe satisfacer el siguiente teore-
ma.

Teorema 7.1. Sea f(t,y) continua en D, tal que D = {(t,y)la <t < b;—o0 < y < +oo}. Si
f(t,y) satisface la condicién de Lipschitz en D en la variable y, entonces el problema de valor
inicial
dy
i
tiene solucion tunica y(t) para a <t < b.

f(t,y) cona<t<b ey(a)=1yo,

Por lo tanto, toda ecuacién diferencial con valor inicial que cumpla con la condicién de
Lipschitz tiene solucién tnica.

7.1.3. Problema bien planteado

Un problema de valor inicial del tipo

d
di;:f(t,y) cona<t<b eyla)=yo

se dice bien planteado si:

» El problema tiene solucion unica (cumple con la condicion de Lipschitz);

» Para cualquier € > 0, existe una constante positiva k(e) con la propiedad de que siempre
que |eo| < €, y un d(t) que sea continuo, con §(t) < € en [a;b], el problema tiene soluciéon
tnica z(t); es decir,

dz
i flt,2)+6(t) cona<t<b ez(a)=yo+ eo,

con
|2(t) —y(1)] < k(e) &,
para toda a <t <b.
En definitiva, un problema esta bien planteado si una perturbacion (un §(t)) del problema

original no cambia la esencia del mismo. El siguiente teorema define la condicién de problema
bien planteado.

Teorema 7.2. Sea D = {(t,y)la <t < b;—o0 <y < +oo}. Si f(t,y) es continua y satisface la
condicién de Lipschitz en la variable y en el conjunto D, entonces el problema de valor inicial

d
d%:f(t,y) cona<t<b eyla)=yo

se dice bien planteado.
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7.1.4. Meétodos de Euler explicito e implicito

Un vez definidas las condiciones que debe cumplir el problema de valor inicial para tener
solucién tinica, nos ocuparemos de los métodos para resolverlo.
Para empezar, tomemos la formulacién del problema

dy

L= fty). (7.1)

Desarrollamos por Taylor la funciéon y(t), desconocida, en un entorno [t, t+h| para obtener
y(t+h):

h2

y(t+h)=yt)+y'(t) h—l—y”(t)? +... . (7.2)
Como ¢/(t) = f(t,y) podemos escribir la expresion como sigue:

/" h’Q
y(t+h)=ylt)+ ft,y) h+y (t)?—i- . (7.3)
Dado que nuestro entorno de la solucion esta dado por [a, b], definamos el paso h como

h—

h= J, donde N es el nimero de intervalos. Ahora definamos que t;11 = t; + h. Asi, nuestra

expresion anterior queda:

2

tier) = ylto) + b flts (0] 49700+ (7.4

Si truncamos en la segunda derivada, nos queda

h2

= (7.5)

y(tiv1) = y(t:) + b flti, y(t)] +y" (&)
con & € [t tiy1].
Puesto que lo que buscamos es una aproximacion de y(t;+1), definindmosla como w;1,
sin considerar el término de error. Entonces nuestra expresion queda de la siguiente forma:

wit1 = w; + h f(t;, w;), (7.6)
parai=0;1;...; N — 1. Este método se conoce como Método de Euler Ezxplicito.
Supongamos ahora que desarrollamos y(t) en t;+h para obtener y(t;). Entonces tendremos
que
h2
y(ti) = y(ti +h) =y (G ) h+y"(ti+h) o+ (7.7)
y, como y'(t; + h) = f[t; + h,y(t; + h)], nos queda que
h2
y(t:) = y(ti + h) — flti + hoy(ti + R)] b+ 4" (t: + hym+o. (7.8)

Nuevamente, como t;+1 = t;+h, y despejando y(t;+1) limitando otra vez la expresion a la segunda
derivada, tenemos que

h2

= (7.9)

y(tiv1) = y(ts) + b fltivr, y(tivn)] — v (&)

con & € [ti, tiy1].
En forma anéloga al método anterior, lo que en realidad buscamos es una aproximacion
de y(ti+1), por lo tanto tendremos la siguiente expresion:

Wit1 = w; +h f(tig1, wit1), (7.10)

para i =0;1;...; N — 1. Este método se conoce como Método de Euler Implicito.
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7.1.5. Meétodo Predictor-Corrector de Euler

Existe otra forma de salvar esta situaciéon. Supongamos que planteamos el siguiente sis-
tema:

w;_l = w,;—i—hf(ti,w,;) (7.11)
wiy1 = wi +h f(tip1, wiq)- (7.12)

La idea es obtener una primera aproximacién de w;4+1 con el método explicito, que lla-
maremos wy, |, para luego usarla en el método implicito y obtener una nueva aproximacién de
w;+1, que «corrige» el valor antes obtenido. La combinacién de estos dos métodos se conoce como
método predictor-corrector de Eulers.

Una forma de mejorar la aproximaciéon con este método es mediante iteraciones de la
formula correctora. El método queda de la siguiente forma:

Wity =w; + h f(ti,w) (7.13)
Wiy = wi+ b f(tigr, wii) (7.14)
/wzn_:rll = w; + h f(ti+17 w;:—l)? (715)

iteracion que podemos truncar cuando |w;f11 — wgﬁrl‘ <TOL*.
Si bien los Métodos de Euler son bastante sencillos de implementar, los resultados que
se obtienen no son buenas aproximaciones de nuestro problema. Se los usa solamente como

introduccién a los métodos numéricos y para el anélisis del error.

7.1.6. Error cometido al resolver una ecuacién diferencial

Para analizar el error cometido, consideremos estos dos lemas:
1. Para toda 2 > —1 y para cualquier m positiva, tenemos que 0 < (1 4+ z)™ < e™*.
2. Si s y t son nimeros reales positivos, {ai}fzo es una sucesion que satisface ag > —t/s, y se

cumple que
ai+1 < (14 s)a; +t, paracadai=0;1;2;...;k,

entonces

; t t
a4y < elTS (ao + ) -
s s

A partir de estos dos lemas se tiene el siguiente teorema.

Teorema 7.3. Sea f(t,y) continua, que satisface la condiciéon de Lipschitz con la constante L
en
D ={(t,y)la <t < b;—o0 <y < +oo},

y existe una constante M, tal que |y”(t)| < M para toda t € [a,b]. Si y(t) es la solucion tnica
del problema de valor inicial dado por

d
d—‘z = f(t,y) cona <t <b eyla)=yo,
y los wo, w1, ..., wy son las aproximaciones a nuestra funciéon, obtenidas por el método de Euler,

entonces se cumple que

hM T g
) | < (tz a)_ .
[y(ts) —wil < 2L [e 1}

La demostracion de este teorema se puede ver [3].

3Este método no suele estar incluido en los libros de texto, posiblemente porque no mejora la aproximacién de
una manera significativa. Una excepcion es [13].
“En [13] hay una demostracion para algunos casos particulares, en la cual alcanza con dos iteraciones, sin

necesidad de analizar si w/;' — wf, < TOL.
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Orden de convergencia

FEl error que acabamos de analizar es el error global, pues hemos estimado una cota del
error entre el valor real (o exacto) y la aproximacion por un método numérico. Sin embargo, los
métodos numéricos suelen definirse segin el error local, es decir, el error entre dos iteraciones
sucesivas. Este error, en el método de Euler, esta dado por:

= M — flti, y(t:)]-
Como vimos, el método explicito de Euler surge a partir de una desarrollo de Taylor, del
cual resulta que
2 B2

y(tiv1) = y(ts) + hy'(t:) + %y//(ti) + .. =yt) + [t y(t)] + f,[tivy(ti)]? +

por lo tanto,

y(tiv1) — y(t:)

It y(a)] = ol w(E)]

2

er = 2l u(E)

con & € [t tiy1], lo que muestra que el error local del método de Euler es O(h), es decir, tiene un
orden de convergencia lineal. Con un analisis similar podemos demostrar que el método implicito
es del mismo orden de convergencia. Y dado que ambos métodos son de convergencia lineal, lo
mismo podemos decir del predictor-corrector.

7.1.7. Meétodos de Taylor de orden superior

Vimos que los Métodos de Fuler son muy facil de aplicar pero su aproximacién es de
orden de convergencia lineal. Una forma de mejorarlo es partir otra vez del desarrollo por Taylor
pero ampliando la cantidad de términos de la serie:

h2 hS hn hn+1

y(tiv1) = y(t:) + hy'(t) + gy”(ti) + gym(ti) ot my(n) (t:) + sy (E). (7.16)

(n+1)
Como ademés tenemos que

dfét) =y'(0) = f(t.9),y(t) =i ¥ y(tirr) = visa, (7.17)

el desarrollo por Taylor lo podemos escribir de la siguiente manera:

h? h3 h™ _
Yit1 =Yi +h f(ti,yi) + gf,(tn%) + ?f”(tiayi) +...+ mf(n Y(ti,yi)+

hn+1 (718)

S — (n) , .
T 1)!f (& y(8)

Podemos armar un esquema para obtener los y; 1 a partir de un polinomio de Taylor,
calculando las derivadas totales de la funcion f(¢,y). En forma genérica, una solucion aproximada
por los polinomios de Taylor la podemos expresar asi:

hn+1
i1 = yi + b T (t,y:) + ——— f 7.19
Yir1 =Yi + ( ,y)+(n+1)!f (& y(8)), (7.19)
donde T'™ (t;, ;) representa a los términos del polinomio hasta la derivada de orden n de y(t) o
de orden n — 1 de f(t,y), o sea:

n—1

h h? h
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n

pa-1
T (ti,yi) = Y —— 1D (b, m0).- (7.21)

. )
i=1

Por ejemplo, para n = 2 tenemos:

h 0f(t,y)

T (ti,yi) = f(ti,yi) + 5 9t y)

h
+ o . 7.22
s oy 1Y) - (7.22)

ot

ti,Yi

Como hemos visto, el error cometido al resolver la ecuacién diferencial aplicando este
esquema es el primer término que dejamos de considerar en T (t,y):

hn+1

B =y Ve @) con €€ i tina) (7.23)

y como el error local estd dado por

er = W2V ) (7.21)

para este caso queda definido como

er = mf(n) (€, y(&)], (7.25)

con & € [t;,ti+1]. Estos métodos se conocen como métodos de Taylor de orden superior, pues
podemos definir el orden de convergencia igual a n, siempre que al menos f(t,y) € C" ![a,b].
Podemos ver que el método de Euler es un caso particular del método de Taylor para n = 1.
(Podriamos armar métodos de Taylor de orden superior implicitos, aunque de escasa utilidad,
dado que deberiamos transformar algebraicamente el algoritmo para obtener una formulacién
explicita.)

7.1.8. Métodos de Runge-Kutta

Los métodos de Taylor resultan muy instructivos para entender como mejorar nuestras
aproximaciones, pero muy poco practicos al momento de implementar un algoritmo de célculo.
El principal escollo para esto es la necesidad de calcular las derivadas de y(t) (o de f(¢,y)),
algo que no siempre es facil de hacer. Eso obligaria en muchos casos a programar algoritmos
particulares segtin el problema que enfrentemos, lo que le quita generalidad.

Un segundo problema esté relacionado directamente con la facilidad para obtener las
derivadas de la funcién f(t,y). Atn cuando se pueda probar que f(t,y) € C" ![a,b], puede
ser muy complicado obtener las derivadas de mayor orden, perdiéndose la capacidad de obtener
rapidamente una aproximaciéon de la solucién buscada.

Es por eso que existen otros métodos para aproximar la solucién de una ecuacion diferen-
cial que consiguen 6rdenes de convergencia similares a los de Taylor pero que no requieren la
obtencion de las derivadas de la funcion f(¢,y). Son los denominados métodos de Runge-Kutta.

Para poder construir los métodos de Runge-Kutta, nos basaremos en el siguiente teorema.

Teorema 7.4. Sea f(t,y) € C"*1 D con D = {(t,y)la <t < b,c <y <d},ysea (to,yo) € D.
Entonces, para toda (t,y) € D, existe £ € [to,t] v 1 € [yo,y] con

f(tv y) = Pn(ta y) + Rn(tay)7
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tal que
_ O f(to, o) 9 f(to, wo)
ot =F o) + [ (¢ = t0) 2L ) S0
(t —to)* 8* f(to, yo) 82 £ (to, o)
(y — y0)* 9 f(to, o)
T e ]+...+
L~ (7 nej 0" [ (to; yo)
¥ m;(j)u—to) iy -y ST |
y
n+1

n+1 . n4+1—j _ janJrl f(§7 :U')
( ] >(t tO) (y yO) otn+1—j ayj'

1
Ry(t,y) = [CES Z
7=0

A la funcion P, (t,y) se la denomina polinomio de Taylor de grado n en dos variables
para la funcion f(t,y) alrededor de (tg,40), en tanto que R, (¢,y) es el residuo o error asociado
a Py(t,y).

Esto es necesario pues los Métodos de Runge-Kutta se basan en aproximar el polinomio
de Taylor para una variable mediante polinomios de Taylor de dos variables. (Para mas detalles
de como se obtiene esta aproximacion, ver [3].)

Existen varios Métodos de Runge-Kutta que se clasifican segin del orden de convergencia.
Los mas sencillos son los de orden 2, los que obtenemos a partir de del método de Taylor de
segundo orden si proponemos lo siguiente:

hof(t,y) | hof(ty)
2 Ot 2 Oy

ai f(t+oz,y—|—5):f(t,y)—|— f(tay)' (726)

Si desarrollamos f(t + «,y + ) por Taylor para dos variables, tenemos:

aafg;’y) +/Bafgy’y) o (7.27)

f(t+a7y+5):f(tvy)+

Ahora reemplacemos (7.27) por f(t + a,y + ). Nos queda lo siguiente:

af((att,y) +a168f(t,y) :f(t’yHﬁ@f(t,y) hof(t y)

ar f(t,y) + a1« dy 5~ ot > oy

flt,y). (7.28)

Si igualamos los términos equivalentes de cada miembro obtenemos:

arf(t,y) = f(t,y) = a1 =1 (7.29)
of(t, h of(t, h

a1« f(att y) =9 f(ﬁtt y) o= (7.30)

a0 RO 1)+ 6= L0, (731

Asi obtenemos una expresion equivalente al término T4 (¢;, ;) de nuestra aproximacion
por polinomios de Taylor, sin necesidad de calcular las derivadas de f(¢,y):

h h
T (t;,y:) = f |ti + 5o ¥t §f(ti>yi) ; (7.32)
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y, entonces, nuestra aproximacién por métodos de Taylor de orden superior podemos escribirla
asi:

Yir1 ~yi +h- T2 f(t,y)

h h
Yirr Ryt h-f [ti tout 2f(tiayi)] (7.33)

h h
Wip1 =w; +h- f [ti + §,wi + 2f(ti7w’i):| ,

para i =0;1;2;...;n — 1. Este método se conoce como Método del Punto Medio.
Si operamos de forma similar, pero proponiendo que ay - f(¢;,y;) + a2 - f(ti + o, y; + B) =
T2 (ti,yi), podemos obtener otros métodos de orden 2. Los méas conocidos son:

1. Método de Euler Modificado. También llamado Método de Euler Mejorado, su formu-

lacion es:
wWo = Yo
h (7.34)
Wit = W; + §{f(t“ wi) + f[tl + h,w; + hf(ti, wi)]},
cuando a1 = ag = %, a=hyp="h-f(t,w;), parai=0;1;2;...;n — 1.
2. Método de Heun. Su formulacién es:
wo = Yo
(7.35)

h 2 2
Wiyl = w; + 4{f(tz', w;)+3f [ti + gh,wi + gh f(ts, wi)] },

cuando a1=%, @z%,az%hyﬁz%h-f(ti,wi), parai=0;1;2;...;n— 1.

Otro método conocido incluido en los Métodos de Runge-Kutta de orden 2 es el Método
implicito ponderado o de Crank-Nicolson, cuya formulacion es

Wo = Yo

h (7.36)
Wil =wi + 5 [f(tiywi) +f (tit1, wH—l)})

parat=0;1;2;...;n — 1.

Paralelamente, los métodos del Punto Medio y de Crank-Nicolson podemos obtenerlos
también integrando la funcion f(¢,y) en el intervalo [¢;,t;11], si aplicamos los métodos de in-
tegracion numeérica del rectangulo y del trapecio respectivamente. En efecto, si partimos de la
ecuacion

dy = f(t7y)dt7

Yi+1 tit1
/ dy = / f(ty)dt,
Yi t

7 1

e integramos, obtenemos

que podemos escribir asi
tit1
i) =yt + [ et
t;

Si aplicamos el método del rectangulo para aproximar la integral, obtenemos

) = () + 1 [+ Bt + 5 ().

Revision: 11,/2021 Resumen de las Clases Tedricas - Pag. 173 -



7.1. Ecuaciones diferenciales ordinarias con valores iniciales Analisis Numérico

por lo que la aproximacién podemos escribirla como

h h
wiyr =w; +h- f [ti towit 2f(tiawi):| ~

De forma anéloga, si aplicamos el método del trapecio obtenemos

W(tier) = o) + 2 [1(we) + (B vt

y nuestra nueva aproximaciéon podemos escribirla como

h
Wiy = w; + ) Lf(ts, wi) + f(tig1, wiv1)]

Para obtener métodos de mayor orden de convergencia, debemos aplicar el teorema 7.4.
Con él obtenemos podemos obtener un método de Runge-Kutta de orden 3:

Wo = Yo

]{21 = h f(ti, wl)

k2:hf<ti+ﬁ,wi+%kl)

2 (7.37)
k3 th<ti+h,wi—/€1+2k2)
1
Wit :wi+6(k1+4k2+k3)a
para i = 0;1;2;...;m — 1, y el de Heun de tercer orden (también incluido en los métodos de
Runge-Kutta de orden 3)
Wo = Yo
k?l = h f(tz, wz)
h 1
ko= h £t + 2w + =k )
2 =hf{ti 3 witgh (7.38)

1
wi+1:wi+1(k1+3k3),

parat=0;1;2;...;n — 1.
Uno de los métodos mas usados para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias, el de
Runge-Kutta de orden 4, cuya formulaciéon es la siguiente:

wWo = Yo
k1 —hf(tuwz)
h 1
ko = hf<ti+ 5 Wit ik’l)
h 1 (7.39)
]{:3 = hf(ti—l- 2,wi+ 5]432)
k‘4:hf(tl+h,’wz+k‘3)

también para i =0;1;2;...;n — 1.
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Los métodos de Runge-Kutta de orden 3 y 4 tiene un error local de truncamiento O(h?)
y O(h*), siempre que la funcién y(t) tenga al menos cuatro y cinco derivadas continuas, respec-
tivamente.

Este método es tan preciso, que programas como el MatLab® y el Mathcad® tienen
desarrollados distintas funciones que aplican este método. Por ejemplo, Mathcad® cuenta con
la funcién rkfixed(y,x1,x2,npoints, D) que resuelve ecuaciones diferenciales de primer orden
utilizando dicho método, en la cual y es el valor inicial, 1 v z3 son los extremos del intervalo,
npoints es la cantidad de intervalos, y entonces h = 7’550;2;5, y D es la funciéon f(z,y) que debemos
resolver.

Este método puede asociarse a la siguiente formulacion:

h
Wit = wi + f(ti, wi) + 4f(ti+%vwi+%> + f(tit1, wit1) |

equivalente al método de Simpson de integracion numérica, cuya convergencia es O(h?).

7.1.9. Meétodos de paso multiple

Los métodos anteriores se basan en obtener los valores siguientes utilizando solamente el
valor anterior, sin tener en cuenta los deméas valores ya calculados. Es por eso que se denominan
de paso simple. Pero la pregunta que nos podemos hacer es: si estamos tratando de aproximar

una funcién, tal que se cumpla que &y _ f(t,y), por qué no utilizar el conjunto de los valores

obtenidos, o al menos un grupo de ellos, para obtener los puntos siguientes.
Esa idea es la que domina a los denominados métodos de paso mailtiple. El método mas
sencillo es el denominado método del salto de rana, cuya expresion es

Wo = Yo
(7.40)
wip1 = wi—1 + 2h f(t;, w;),
para i = 1;2;...;n — 1. El valor de w; debemos calcularlo con otro método. Como las apro-

ximaciones que obtenemos por el método del salto de rana son del mismo orden que las que
se obtienen por cualquier método de Runge-Kutta de orden 2, es conveniente aproximar w;
con alguno de esos métodos. De todos modos, el método del salto de rana es inestable para
determinado tipo de ecuaciones diferenciales.

Existen otros métodos, muy utilizados, que mejoran la notoriamente la aproximaciéon que
podemos obtener.

Métodos de Adams

A partir de esta idea, de utilizar la informacion de los puntos calculados, se han desa-
rrollado métodos de paso multiple muy utilizados, los métodos de Adams. Los podemos dividir
en dos grupos: los métodos explicitos, o de Adams-Bashforth, y los métodos implicitos, o de
Adams-Moulton.

En ambos casos, la idea es usar los puntos w;,w;_1,...,w;;1—p para obtener el w;1,
en el caso de los métodos de Adams-Bashforth, en tanto que en los de Adams-Moulton se usan
los wjt1,w;, wi—1,...,Wit2—p, donde p es el orden de convergencia. Asi, un método de Adams-
Bashforth de orden 2 usa los puntos w; y w;_1, en tanto que un método de Adams-Moulton usa
los puntos w;y+1 v w;. Veamos como obtener algunos de estos métodos.
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Métodos de Adams-Bashforth
Para obtener el Método de Adams-Bashforth de orden 2 partamos de:

/ "y = / )t (7.41)

i) —u(t) = [ et (7.42)
)=o)+ [ Ftpa (7.43)

Para aproximar ftt_“’l f(t,y)dt, armemos un polinomio interpolante, utilizando el método
de Newton de diferencias divididas regresivas, que aproxime f(¢,y). Asi, nos queda que

£ (tiut)) = £ (timsy(tion)

ti —ti—1

N f(tiay(ti)> . f(ti, y(tz-)) - ];(Tfi—l;y(ti—l)) -t

Al integrar el polinomio interpolante obtenemos
f(tiay(ti)) - f(tiq,y(tzq))

2 ' (7.45)
o) - ()]

y si reemplazamos en la expresion inicial, tenemos

F(ty) ~ f(ty(t) + (t-t)

(7.44)

t[Mf@w&%hf@w@D+h

y(tiv1) = y(ti) + g [3f (Mw(’%)) - f(tiq, y(%&))} : (7.46)

Como siempre, lo que buscamos es una aproximacion de y(t;+1), entonces el Método de
Adams-Bashforth de orden 2 queda formulado de la siguiente manera:

wir1 = w; + g Bf(ti,wi) — f(ti—1, wi—1)], (7.47)

para i =1;2;...;n — 1. Por lo tanto, debemos calcular w; con algin otro método. Dado que el
método es de orden de convergencia 2, lo méas conveniente es usar algin Método de Runge-Kutta
de orden 2.

Otro método es el de Adams-Bashforth de orden 3:

h
Wil = Wi + 5 [23f (i, wi) — 16f(ti1,wi—1) +5f(ti2, wi—2)], (7.48)
para i =2;3;...;n — 1. En este caso, debemos hallar w; y wy con ayuda del método de Runge-

Kutta de orden 3.
También tenemos el Método de Adams-Bashforth de orden 4, cuya expresion es:

h
Wiyl = W; + 2 [55f (ti,w;) — B9f (ti—1, wi—1) + 37f (ti—a, wi—2) — 9f (ti—3, wi—3)], (7.49)

para ¢ = 3;4;...;n — 1. Nuevamente, debemos hallar w;, ws y ws con ayuda de otro método.
Al igual que en el método de orden 2, en este caso podemos usar el Método de Runge-Kutta de
orden 4.
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Métodos de Adams-Moulton

Los Métodos de Adams-Moulton los obtenemos de forma anéloga a la aplicada para los
Métodos de Adams-Bashforth. Por ejemplo, para obtener el de orden 2, planteemos el siguiente
polinomio interpolante para aproximar f(¢,y):

f(ti+1ay(ti+1)> - f(ti,y(ti))
liv1 — ti

N f(ti+17y(ti+1)> N f(ti+1, 21(751;4-1)2L - f(ti,y(ti)) (b tinn).

f(tv y) ~ f(tiJrl? y(tiJrl)) + (t — ti+1)

(7.50)

Al integrarlo, obtenemos:

N——

/tjm f(t,y)dt ~ h f(ti+17y(ti+1)) —h f(ti+1v@/(ti+1)2 - f(ti’y(ti» ’ (7.51)

~ g |:f(ti+17y(ti+1)> +f(tiay(ti))} )

Nuevamente, al reemplazar en la expresion inicial, tenemos

h
y(tiv1) = y(ts) + 5 [f (ti+1ay(ti+1)> + f(tiay(ti))} ; (7.52)
y como lo que buscamos es una aproximacién de y(t;11), tenemos que
h
Wit = w; + 5 [f (tig1, wig1) + f(ti, wi)] . (7.53)

Resulta interesante ver que el Método de Adams-Moulton de orden 2 es el método de
Crank-Nicolson.
El Método de Adams-Moulton de orden 3 es el siguiente:

Wiy = w; + 1% [5f (tiv1, wir1) + 8f (ti,wi) — f(ti1, wi-1)], (7.54)

parai = 1;2;...;n— 1. En este caso debemos obtener w; con ayuda del método de Runge-Kutta
de orden 3.
Uno de los métodos més usados es el de Adams-Moulton de orden 4, cuya expresion es

h
Wit1 = wi + o 9 (tit1, wit1) + 19f(ts, wi) — 5f (tim1, wi—1) + f(ti—2, wi—2)], (7.55)

para ¢ = 2;3;...;n— 1. Nuevamente, debemos obtener w; y we con ayuda del Método de Runge-
Kutta de orden 4.

En general, suelen ser mas precisos los métodos de Adams-Moulton que los de Adams-
Bashforth. El de Adams-Moulton de orden 4 entrega resultados muy parecidos, en precision,
al Método de Runge-Kutta de orden 4. Sin embargo, por una cuestion de sencillez al momento
de programar, los paquetes de software prefieren incluir este ultimo y no el método de Adams-
Moulton de orden 4. Una excepcidén parece ser la version 14 del Mathcad®, que dispone de
una funciéon Adams(init,x1,x2,npoints,D, [tol]) para resolver ecuaciones diferenciales, que
de acuerdo con la ayuda del programa, utiliza métodos de Adams-Bashforth, aunque no especifica
el orden. Los parametros de la funcién son:

init: Valor inicial de la funcioén;

x1,x2: Extremos del intervalo;
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npoints: Cantidad de puntos a obtener (equivalente al paso h);

D: Ecuacién diferencial escrita en forma vectorial, permite resolver también un sistema
de ecuaciones diferenciales;

tol: Tolerancia.

También cuenta con una funcién para resolver Fcuaciones Diferenciales Ordinarias que
aplica métodos de Adams en forma predefinida (Odesolve([vector],x,b, [step])). Todas estas
funciones entregan, ademas, una curva obtenida por interpolaciéon de los valores calculados.

Métodos de las Diferencias Regresivas

Existe otro grupo de métodos multipasos conocido como Métodos de las Diferencias Re-
gresivas. Son métodos implicitos, como los Adams-Moulton, pero con la particularidad de que
se obtienen a partir de aproximar la derivada primera en el punto ¢;;11 con ayuda de puntos
anteriores y una interpolacion polinomial que aproxima y(t) y no f(t,y) como en el caso de los
Meétodos de Adams.

Estos métodos surgieron para resolver algunos problemas de ecuaciones diferenciales en
los cuales los métodos tradicionales fallaban: los problemas denominados «rigidos».

Al igual que en el caso de Métodos de Adams, existen varios algoritmos en funcién del
orden de convergencia. Asi, para obtener el Método de las Diferencias Regresivas de orden uno,
O(h), basta con obtener el polinomio interpolante entre los puntos t;, v; y tit1, Yit1:

t—tiy1 t—1 Yi

Yi+1
Pi(t) =y——— i1 —— = ——(t —1t; t—1t;). 7.56
1( ) yzti i + Yit1 tirn — 1 h( z+1) + h ( z) ( )

Si derivamos P (t) obtenemos:

dPi(t) v | v

= 7.57
dt h h '’ ( )

que aproxima f(t,y). Por lo tanto, podemos aproximar f(t;11,¥;+1) y obtenemos

dPi(t,41) Yi | Yitl
bty Yis1) Ao et P P 7.58
Yir1 2 Yi +h f(tiv1, Yit1), (7.59)
que no es otro que el Método de Fuler Implicito, cuyo término de error es:
/

2

con & € (ti, tit1)-

Para mejorar nuestro algoritmo, agreguemos un tercer punto, (¢;—1, y;—1). Con él podemos
obtener un nuevo polinomio interpolante:

t—1;)(t—1; t—1ti—1)(t—1;
Pg(t) =yi_1 ( Z)( H—l) + i ( i 1)( H—l) +
(tic1 —ti)(tic1 — tiy1) (ti —tic1)(ti — tig1) (7.61)
(t —ti1)(t —t;) '
+ Yit1 )
(tit1 —ti—1)(tiv1 — )
Al igual que en el caso anterior, derivemos este nuevo polinomio:
dPa(t)  yi1 Yi
= t—1t; t—1t; — =S|t —ti— t—1t;
28 Vbt — ) + (0~ tis)] — 5[t — ti1) + (= i)+ o
2L~ tia) + (= ).
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Ahora obtengamos la derivada en el punto ¢;4;. Si tomamos un paso constante, es decir,
h=tiy1 —t; =t; —ti—1, la derivada la podemos expresar como
dP;(t)
dt

Yi—1 Yi Yi+1
= h — 2= (2h 2h + h )
57,2 (h+0) (2h +0) + 91,2 (2h + h), (7.63)

tit1
que simplificada y reagrupada nos queda asi:

dP(tiq1)

_ Y1 2y 3¥in1
dt '

. 2h h 2h
1+1

(7.64)

Esta derivada no es otra cosa que la aproximacion de f(¢;41,yi+1) por lo tanto podemos
armar la expresion anterior de esta otra manera,

Yi-1  2¥% , 3Yit1

ftiv1,yiv1) = oh T h 5n (7.65)
y despejar y;;1:

i dy; 2
yir1 = =2 T 2 (i, vi). (7.66)

3 3 3

El error de la aproximacién polinomial esta dado por:
"

Ep(t) =7 ) (t —ti—1)(t — ) (t — tig1)- (7.67)

3!

Si derivamos esta expresion, obtenemos el error de nuestra aproximaciéon de la derivada
primera con el polinomio interpolante:

dECZ(t) _ y//;(!f) [(t —tica)(t — ) + (t — tima)(t — 1) + (= ) (t — tiva)). (7.68)

Reemplacemos ¢ por t;41, y tendremos el error de la derivada en ese punto. Si ademés
recordamos que h = t;11 —t; = t; — t;_1, la expresion final queda de esta forma:
dEp(t) y" (&)

@ |, T 3 @00+ 0+ (R)O), (7.69)

que al agrupar en funcion de h, y dado que y"”' (&) = f”(&,y(€)), podemos expresar como
1!

con § € (ti—1,ti+1). Esto confirma que el método es de convergencia cuadratica. Por lo tanto, y

como lo que estamos obteniendo son aproximaciéon de y;, el método lo escribimos asi:

wi—1 4w
3 3

Asi como obtuvimos un método de convergencia cuadratica, podemos obtener métodos
con Ordenes de convergencia mayores. Entre ellos podemos destacar a los siguientes:

2
Wig] = — + gh f(ti+1,wi+1). (7.71)

Método de orden 3:

2 Wi;—2 . 9 Wi—1 18 W E
11 11 11 11

Wiy1 = h f(tiv1, wiv1), (7.72)

Método de orden 4:

Jwi—g  16w;—o 36w;—1 48w; 12
— Zhf(t ). .
25 * 25 25 T 25 + 25 f(tig1, wigr) (7.73)

Wi+l = —
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Los errores para estos métodos son:

E(h) = fm(iy(g))h:;» con § € (ti—a,tiy1) v; (7.74)

E(h) = fiv(gi,)y(g))hél con £ € (ti-3,tit1); (7.75)

respectivamente.
Estos métodos suelen ser muy precisos a pesar de que muchas veces requieren algtn tipo
de solucion iterativa cuando la derivada f(¢,y) no es una funcion lineal.

7.1.10. Meétodos predictores-correctores
Método predictor-corrector de Adams

Como hemos visto, el uso de los Métodos de Adams-Moulton conlleva la necesidad de
reformular la expresiéon para convertirla en un método explicito. Como esto no siempre es posible,
y gracias a la idea de los métodos predictores-correctores, una forma de aplicarlos es mediante
la combinacién de un Método de Adams-Bashforth y uno de Adams-Moulton, ambos del mismo
orden de convergencia. Esta combinacion se conoce como Método Predictor-Corrector de Adams.
Por ejemplo, el Método Predictor-Corrector de Adams de orden 2 es el siguiente:

wyiy g = w; + g [Bf (ti,wi) — f(ti—1, wi-1)]

h (7.76)
Wit1 = w; + 5 [f(tirr, wipq) + (i, wi)]
para i = 1;2;...;n — 1 y donde el valor de w; debemos obtenerlo usando el Método de Runge-

Kutta de orden 2 o resolviendo en forma explicita la segunda ecuacién del método. Uno de los
métodos méas usados es el Predictor-Corrector de Adams de orden 4, cuya expresion es:

. h
wig = wi + o [55f (ti, wi) — 59f (ti—1, wi—1) + 37 f(ti—2, wi—2) — 9f (ti—3, wi—3)]
24 (7.77)

h .
Wiyl = w; + o1 [9f(ti+1, wiyq) +19f(ts, wi) = 5f(tim1, wi—1) + f(ti—2, wi72)] ,

para i = 3;4;...;n — 1 y donde w1, we y w3 los obtenemos usando el Método de Runge-Kutta
de Orden 4.

Al igual que lo visto para el Método Predictor-Corrector de Fuler, en estos métodos
también cabe la posibilidad de iterar con la formula correctora hasta obtener la solucién buscada.
Por ejemplo, el Método Predictor-Corrector de Adams de orden 2 podemos escribirlo como:

Wiy = w; + g [3f (ti, wi) — f(ti—1,wi—1)]

h *
wi g = w; + 3 [f(tir1, wiyy) + f(t, wi)] (7.78)
n h’ n
wit! = wit g [f (i wli) + £t wi)]

en tanto que al Método Predictor-Corrector de Adams de orden 4 lo podemos escribir asi:
. h
Wit1 = wi+ o7 [55f (ti, wi) — 59f (ti—1, wi—1) + 37f(ti—2, wi—2) — 9f (ti—3, wi—3)]
h .
Wy = w; + 2 [9F (tig1, wiy1) + 19f (ti, wi) = 5f(tim1, wi1) + f(ti—z, wi—2)] (7.79)

h
wit = w; + o1 [9f (tigr, wiyy) + 19 (i, wi) — 5 (tim1, wim1) + f(tim2, wi—2)] -
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En ambos casos, las iteraciones las truncamos cuando

Wi — | < TOL

n+1 n
Wiy — Wigg
n+1
Wit1

<TOL.

Meétodo predictor-corrector de Milne

Existe otro método predictor-corrector multipaso muy conocido. Es el Método Predictor-
Corrector de Milne, cuya formulacién es:

. 4
Wy = Wi—3 + gh' [Qf(tzw w;) — f(tim1, wim1 + 2f(ti—2, wi2):| ,

h
Wy =wi—1 + 3 {f(mh wiyy) +4- f(ti, wi) + f(tio1, wz‘—l)} : (7.80)

h
wt = wiq + 3 [f(fiﬂ, wityy) +4- f(ti, wi) + f(ti-1, wil)} -

en el que también truncamos las iteraciones con los criterios ya vistos. Este método es de orden
cuatro, pero no es de los més usados pues los resultados no son mejores que los obtenidos con
los Métodos Predictores-Correctores de Adams. (Para mas detalles, ver [3].)

7.2. Analisis de estabilidad

Uno de los temas que tienen singular importancia en la resolucién numeérica de ecuaciones
diferenciales es la estabilidad de los métodos. Sin embargo, en este caso, el concepto de estabilidad
no esta ligado al error de redondeo sino al «tamano» del paso de célculo.

Supongamos que tomamos una ecuacién sencilla como la siguiente:

y(t) =Xy cona<t<b yuyla)=yo. (7.81)

Planteemos el Método de Euler Explicito como método de resolucion. El esquema quedara
de esta forma:

Yir1 = Yi + h Ay,

que al agrupar queda:
Yit1 = (1+h ) yi.

Como esto se repite para todas las iteraciones, podemos expresar cualquier iteracion y;y1 en
funcién del valor inicial yg: A
yir1 ~ (L+h )™y, (7.82)

de manera que cualquier valor y;41 es el producto de yg por un factor constante que depende del
paso h y de A. Como este ultimo es dato del problema, existen dos posibilidades:

1. A > 0: En este caso y;41 > ¥i, por lo que el error absoluto crece junto con y;41, en cambio
el error relativo tiende a ser estable. En efecto, si suponemos que

Yir1 +eit1 = (L+ 1) (yi + €4), (7.83)
y si simplificamos la expresién nos queda

iyl = (1 + h)\) E;- (7.84)
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Como podemos ver, el crecimiento del error es similar al crecimiento de y. Y si analizamos
el error relativo tenemos lo siguiente:

git1 _ (L+hNe  (A+hN)e &

(7.85)

Yit1 yir1 A+ y oy
vemos que tiende a ser constante, lo que no trae aparejado ningin inconveniente grave.
2. X < 0: En este caso, se cumple que |y;+1] < |y;| v en consecuencia debe cumplirse que
|1 —hA| < 1. (7.86)
Esto podemos formularlo asi:
2
—151—h/\§1—>h>\§2:>hgx. (7.87)
Es evidente que en este caso no podemos elegir cualquier «h»; dependerd de A. Estamos
ante un caso en que la estabilidad est4 condicionada.

Analicemos ahora el caso del Método de Fuler Implicito. Andlogamente, al caso anterior
tendremos que

Yitl = Yi + hAyiy1,
Yit1 — hAyip1 =y = (7.88)

Yi

Yird = 798

Nuevamente, cualquier y;11 lo podemos expresar en funciéon de yg, por lo tanto nos queda

que
1

Yi+1 = W Yo- (7.89)

También podemos efectuar un anélisis de los resultados en funcién del A\, que resulta en
dos posibilidades otra vez:

1. A > 0: También se cumple que y;4+1 > y;, por lo que el error absoluto crece junto con y;41,
y el error relativo tiende a ser estable.

2. X < 0: También se cumple que |y;+1| < |yi| ¥ en consecuencia debe cumplirse que

1

— < 1. 7.90
1+ A = (7.90)

Es evidente que esta condiciéon se cumple para cualquier valor de «h»(pues h > 0), y por
lo tanto, la eleccién del paso no esta condicionada.

Si hacemos un analisis similar para los métodos de Fuler Modificado y de Crank-Nicolson,
ambos Métodos de Runge-Kutta de Orden 2, obtenemos resultados parecidos. Para el método de
Euler Modificado, que es explicito, si A > 0, no tenemos inconvenientes con el paso, y cuando

A < 0, tenemos que
he?
S\
es decir, el paso esta condicionado al valor de A. En el caso del método de Crank-Nicolson, que
es implicito, la situacién cuando A > 0 es analoga al caso de Fuler Modificado, y cuando A < 0

tenemos que
2
h>—— yh>0.
= yn-=
Esta condicién se cumple para cualquier valor de “h”.

Si bien deberfamos hacer un analisis para cada método, con lo hecho podemos sacar
algunas conclusiones importantes:
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= Los métodos explicitos son mas sencillos para trabajar pero el paso depende de las carac-
teristicas de la ecuaciéon a resolver;

= Los métodos implicitos son algo més complicados para operar, pero no tienen complicacion
alguna para la eleccion del paso.

De este analisis surge otra forma de clasificar a los métodos:

= Métodos condicionalmente estables, aquellos en los que la estabilidad est4 condicio-
nada a la eleccién del paso, generalmente métodos explicitos, y;

= Métodos incondicionalmente estables, aquellos que no tienen ningin tipo de condi-
cionamiento para su estabilidad, generalmente métodos implicitos.

7.3. Consistencia y convergencia

Por otro lado, también debemos verificar la consistencia y la convergencia de los métodos
respecto de la solucién analitica. Un método es consistente si

lim max |E(h)| =0,
h—01<i<n

donde E(h) es el error de truncamiento del método. A su vez, la convergencia esta definida como

1f ix lw; — y(t)| =0
hglgnrgglwz y(ti)| = 0,

donde w; — y(t;) es el error global. Como hemos visto, para los métodos de Euler tenemos que

lw; — y(t:) M [eL(ti_a) - 1} ;

< 77
— 2L
por lo que el método es convergente pues se cumple que

fin 37 [ 1] =0

De acuerdo con lo visto, para una ecuacion diferencial de primer orden con valores iniciales
definido por

d
L= ftyr a<t<b ylo)=a

que aproximaremos con un método que definiremos asi
wy = Q,
wit1 = w; + h ¢(t;, wy, h),

con

h>0y d)(ti,wi,h) S C[a,b].

Como vemos esta definicion es para cualquier método de paso simple. Si ¢(t;, w;, h) cumple
con la condicion de Lipshitz en:

D = {(t,w,h)|la <t < b,—00 <w < +00,0 < h < ho},
entonces:

= Kl método es estable;
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= Es convergente si y solo si es consistente, es decir, se cumpla que
gb(ta w, 0) = f(t7 w);

» Si existe E(h), entonces:

lyi — w;| < Eéh)e(ti—a)/l

FEn el caso de los métodos multipaso, al analizar la consistencia debemos asegurarnos
ademas que

lim |[E(h)] =0 para i=m,m+1,...,n
h—0

Ii i—y(t;)] =0 1 =1;2;... — 1.
h%‘a] y( ])’ para j ) <y , M

donde los «; son los valores adicionales que deben calcularse para empezar a iterar.

7.4. Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden superior

Nos hemos ocupado de resolver numéricamente ecuaciones diferenciales ordinarias de
primer orden con valores iniciales. Existen también ecuaciones similares pero de orden superior

como éstas: )
d
Ty ftny) cona<t<b, yla) = a, y'(a) = A, (7.91)

que es una ecuacién de segundo orden.
La forma general de una ecuacién de orden superior es:

dny n— n— n—
T =y ) coma <t <boy(a) =g, y'(0) = up, s Y D(a) = yy" V.

FEl planteo y la resolucién de este tipo de ecuaciones requiere un estudio casi detallado en
funcién del orden de la ecuaciéon. En los puntos siguientes nos concentraremos en las de segundo
orden y veremos varias formas de plantear una solucién numérica aproximada.

7.4.1. Aplicacion de los métodos para ecuaciones diferenciales de primer or-
den

Una forma de resolver es aplicar cualquiera de los método vistos para ecuaciones de
primer orden pero efectuando un cambio de variable. Asi, para la ecuaciéon de segundo orden, la
transformacién queda asi:

Wy 792
LES— (799

con las mismas condiciones ya vistas: a <t < b, y(a) = yo y 2(a) = ¢/(a) = 2.
Por ejemplo, si aplicamos el Método de Euler Explicito, v si hacemos w; = y; v v; = 2,
la aproximacién nos queda de la siguiente forma:
Wit1 = w; +h-v; (7.94)
Vi+1 = V5 —|—h~f(ti,wi,vi). (7.95)
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Si aplicamos un Método de Runge-Kutta de orden 2, por ejemplo, el método de Euler
Modificado, tenemos:

ki = h-vg; k2 = h- f(t, wi, v) (7.96)

kY =h-(v; +k2); k3 =h-f(t; + h,w; + ki, v; + k) (7.97)
1

Wit = w; + 5 (ki +k3) (7.98)
1

Vig1 = Vit 3 (K +k3) . (7.99)

Algo similar podemos hacer con el Método de Runge-Kutta de orden 4. El sistema de
ecuaciones quedara de esta forma:

ki =h-vg; k2 = h- f(ti, ws,v) (7.100)
1 1 2 2 1 1 1 1 2
1 1 2 2 1 1 1 1 2
ki=h-(v;+k3); k2 =h-f(t; + h,w; + k3, v; + k3) (7.103)
1
wm:wi+6(k%+2-k;+2-k§+ki) (7.104)
1
viH:vi+6(kf+2~k§+2~k§+ki). (7.105)

Este mismo concepto podemos aplicarlo si queremos usar algiin otro método, sea de paso
simple, sea de paso miiltiple. En estos tltimos el esquema es mas sencillo, pues lo tnico que
hay que cuidar es la formulacion para las distintas ecuaciones. Asi, la aplicacion del Método de
Adams-Bashforth de orden 2 resulta ser:

Wir1 = w; + h- (3 SV — ’Uz‘_l) (7.106)
Vi1 =V +h- [3 . f(ti, wi, Ui) — f(tz;l, Wi—1, Uifl)] , (7.107)

obteniendo los valores de w;_1 y v;_1 de la misma forma a la vista para el caso de ecuaciones de
primer orden.

Evidentemente, resolver ecuaciones diferenciales de orden superior con métodos explicitos
no conlleva mas que una complicacion en la formulaciéon algebraica del método elegido, sobre todo
en el caso de los Métodos de Runge-Kutta.

Asi como analizamos cémo aplicar los método explicitos, veamos brevemente qué ocu-
rre con la aplicacién de métodos implicitos. Supongamos ahora que para resolver la ecuacion
diferencial de segundo orden aplicamos el Método de Fuler Implicito. El esquema quedara ast:

Wit1 = w; + h-vip1 (7.108)
Vig1 = v + - f(tir1, i1, Vig1)- (7.109)

De nuevo, la formulacion es sencilla pero ahora depende del f(t,y,1’) para poder resolver
el sistema. En efecto, si f(¢,y,y’) no es lineal, tendremos la misma dificultad que habiamos visto
anteriormente; debemos obtener v; 11 de manera iterativa. Esto no siempre es facil de hacer. Sin
embargo, el sistema podemos reescribirlo asi:

L —h| |wit w;
’ = 7.110
[0 1 } [Uiﬂ] [Ui +h f(tiv1, wir1, vig1) ( )
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Supongamos por un momento que f(ti41, Wit1,viy1) = tza_i + 2-w;41 — viy1, entonces
nuestro sistema quedara de la siguiente manera:

1 —h Wit1| _ w;
|:—2.h 1—{—h:| |:Ui+1:| - |:vi+h'tz2+1 (7111)
Nuestra solucién analitica seré:
-1
Wi+1| _ 1 —h . w;
|:Ui+1:| B [—2 -h 1+ h] |:Ui +h- taj (7.112)

pero podemos aplicar cualquier método de resolucién de ecuaciones lineales visto. En este caso
particular, podemos ver que para cualquier 0 < h < 1, la matriz es definida positiva y estricta-
mente diagonal dominante, asi que la solucién es tinica para cada i.

7.4.2. A partir de la serie de Taylor

Una segunda forma de encarar el problema es una vez méas partir de un desarrollo en
serie de Taylor para y;y1:
h? h3 . hA
Yirr =Yty h il op oyl o Ay (7.113)
2! 3! 4!
Como y"(t) = f(t,y,y’), el desarrollo anterior podemos escribirlo as:
3 4

h? h h

Al mismo tiempo, si hacemos lo mismo para y'(t), tenemos,

h2
Vil = Vi Y Rl ot (7.115)
que también podemos escribir como
’ / / ’ / h2
Yier = Yi + f Gy yi) b F sy y) oy + - (7.116)

Ambas series representan a la funciéon y su primera derivada. Por lo tanto, si quere-
mos obtener una aproximacién de ambas, truncamos las series de Taylor correspondientes y asi
obtenemos dos ecuaciones:

h2 3
Yir1 = Yi +yi b+ (i, vi, i) ot F1€y(), y’(S)}g, (7.117)
/ / / / / h2
y entonces, nos queda que:

2

Yiv1 = yi +y; b+ fti, i, ;) o (7.119)
Si definimos que y; = w; y y; = v;, nos queda un sistema de ecuaciones:

2
Wit = wi—i—vih—i—f(ti,wi,vi) j’ (7121)
Vi+1 = Vi + f(ti, w, UZ‘) h. (7.122)

Esta aproximacién sencilla es de convergencia lineal, similar a los métodos de Euler para ecua-
ciones de primer orden. A partir de este tipo de formulacién obtenemos dos métodos mas:
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= El Método de Taylor, que estd dado por las ecuaciones

2
20" (7.123)
Vi1 =0 + h [B (i, wi,vi) + (1 = B) f(tit1, wiv1,vit1)], ¥ s

wip1 = w; + v h+ f(t;, w;, v;)

= El Método de Newmark, que esta dado por estas dos ecuaciones

2

h
Wit1 = w; +v; h+ or [ f(ti,wi,vi) + (1 — @) f(tig1, Wit, vig1)] s (7.124)

viy1 = v + h[B f(ti, wi,vi) + (1 = B) f(tiv1, i1, vig1)]-

Ambos métodos tiene la particularidad de ser implicitos, el de Taylor sélo para la ecuacion
de la derivada primera, en tanto que el de Newmark lo es para las dos ecuaciones.

7.4.3. Aproximacién de la derivada segunda

Existe una manera méas de encarar la resolucién de ecuaciones diferenciales de orden
superior con valores iniciales. Si aproximamos la segunda derivada, como se vio en diferenciaciéon
numérica, tenemos que

d®y Y1 — 29+ v

AP 7.125
T 72 , (7.125)
y obtenemos una nueva aproximacion de y;41:
Yir1 ~ 2y — yi1 + W [t vi, 47), (7.126)
es decir,
Wit1 = 2w; —w;—1 + h? f(ti, w;, Ui), (7.127)

si hacemos nuevamente y; = v;.
Pero ahora necesitamos calcular wy para poder empezar a iterar y no contamos con una
1
forma de aproximar v; (o sea y}). Esto tltimo se puede resolver aproximando la primera derivada
por el método de las diferencias centradas:

1oL Yi+rl —Yi-1 Wi+l — Wi—1
oy DT T gy = e 7.128
yl 2h 7 2h ) ( )
con lo que evitamos tener que agregar un algoritmo para calcular dicha derivada.

Audn nos falta obtener w;. Podemos aplicar uno de los métodos ya vistos, como por

ejemplo:

h2
Y1 =Yo + 96 h + f(t07y07y6) 5 —
‘2 (7.129)
w1 =wo +vo b + f(to, wo,vo) BT
Si agrupamos todo y reemplazamos en la ecuacion original, tenemos:
2
w1 = wo + Vo h + f(t(),ﬂ](),’l)()) 57
' (7.130)

)

2 Wi+1 — Wi—1
Wit1 = 2w; — wi—1 +h° f (tuwm )

2h
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que se conoce como Método de Nystrém para ecuaciones diferenciales de segundo orden que, como
podemos ver, es un método implicito. Asi planteado, el método tiene un orden de convergencia
cuadratico, pues:

%y oy — 2y + Y N
— = — () — 131
a2 02 ¥ €)1y ¥ (7.131)
dy Yi+l — Yi—1 " h?
— = - —. 7.132
R L (7132)

En algunos problemas particulares, la forma implicita no resulta conveniente, por lo
que suele reemplazarse la aproximacion centrada de la derivada primera por una aproximacion
regresiva pero perdiendo orden de convergencia.

7.5. Sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden

Lo visto anteriormente para ecuaciones diferenciales de orden superior podemos aplicarlo
para resolver un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden del tipo:

du1

— = f1(¢
g7 = Nitunuz,. )
d'LLQ
W = fl(t,ul,ug, Ce ,un)
(7.133)
du
dtn = fn(t,ul,uQ, ey un)
con las condiciones siguientes: a < t < b; uj(a) = oy, uz(a) = ag, ..., up(a) = a,.

Ahora, en lugar de transformar la ecuacion diferencial, lo que tenemos son varias funciones
ui(t) entrelazadas. La solucion de cada funcion u;(t) depende de las demés u;(t), que es analogo
al caso anterior, donde y(t) dependia de z(t).

En consecuencia, podremos aplicar cualquiera de los métodos vistos para resolver ecua-
ciones diferenciales ordinarias de primer orden, cuidando de armar la formulacién algebraica
para cada u;(t)). Debemos tener en cuenta que obtendremos un conjunto de valores w;; con

—a
j=0;1;...;my h=——. (Para més detalles acerca de sistemas de ecuaciones diferenciales de
m

primer orden, ver [3].)

7.6. Ecuaciones diferenciales ordinarias con condiciones de con-
torno

7.6.1. Introduccion

En puntos anteriores hemos visto los diferentes métodos numéricos para la resoluciéon de
ecuaciones diferenciales ordinarias con valores iniciales. Estos métodos son principalmente para
resolver ecuaciones diferenciales de primer orden, tanto lineales como no lineales, y que podemos
adaptarlos para ecuaciones diferenciales de orden superior con valores iniciales.

Pero este caso no suele ser el méas comin o usual. Las ecuaciones diferenciales de orden
dos o superior generalmente son de valores de contorno o frontera, es decir, no disponemos de
todos los valores para t = a, sino que tenemos valores parat = a y t = b. Una ecuacién diferencial
de orden 2 con valores de contorno esté dada por:

d2y

@ = f(tvya y/)’ €1 [CL, b]a (7134)
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similar a lo visto, pero con las condiciones en los extremos del intervalo:

y(a) = a, y(b) = B.

Como podemos ver, con estas condiciones no parece posible utilizar los métodos estu-
diados, ni siquiera transformando la ecuacién diferencial de segundo orden en un sistema de
ecuaciones diferenciales primer orden. Debemos buscar alguna forma que nos permita aproximar
nuestra ecuacion diferencial y obtener los resultados de la funcion y(t).

. Es necesario analizarlo con méas detalle el procedimiento para resolverlas? Como dato
importante, basta mencionar que buena parte de los problemas que debemos resolver los inge-
nieros, ya sean civiles, mecanicos, electrénicos, etc., estan expresados en términos de ecuaciones
diferenciales de orden superior. Un ejemplo que suele ser muy usado es el caso de la ecuacion
diferencial de equilibrio para una viga, dada por la expresion:

d* w

que requiere de cuatro condiciones de contorno para ser resuelta. Estas condiciones pueden ser:
1. Condiciones de borde esenciales (Dirichlet);
2. Condiciones de borde naturales (Neumann);
3. Una combinacion de ambas.

Por ejemplo, para una viga doblemente empotrada, de longitud L, como se ve en la figura,
las condiciones de borde son:

N\
R

Figura 7.1: Viga doblemente empotrada

Este es el tipico caso de condiciones de borde esenciales (o forzadas), puesto que las
restricciones estan asociadas a los desplazamientos y los giros en los extremos de la viga. Esta
ecuacién no es posible resolverla aplicando en forma directa los métodos mencionados anterior-
mente. En consecuencia, para poder aproximar una solucién, debemos buscar alguna forma de
adaptar los métodos vistos para tener en cuenta estas condiciones de frontera o de contorno.

Veremos a continuaciéon dos métodos que pueden usarse para resolver este tipo de ecua-
ciones diferenciales. Empezaremos por el més sencillo, el método del disparo lineal, que hace uso
de los métodos ya estudiados.

7.6.2. Meétodo del tiro o disparo lineal

Supongamos que tenemos la siguiente ecuacion diferencial:

y' = —f(ty), t €[0;1], (7.135)
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que debe cumplir con las condiciones:

y(0) = yo, y(1) = u1.

Como vemos, no tenemos dos condiciones iniciales, sino una para el valor inicial y otra
para el valor final que debe tomar la funcién buscada.

Para encarar el problema haremos una modificaciéon. Resolveremos el siguiente problema
de valores iniciales, suponiendo que lo que buscamos es una aproximacion a y(t) que llamaremos
u(t;). Entonces nuestro sistema quedara de la siguiente forma:

u’ = —f(t,u), u1(0) =yo y u1(0) = au, (7.136)

donde ay es el primer ensayo para u}(0). Apliquemos para ello cualquiera de los métodos vistos
anteriormente, por ejemplo el de Euler. Con él obtendremos un valor para ui(1) igual a 31, que
seguramente sera distinto a .

Nuevamente, resolvamos con Euler un sistema similar pero proponiendo que u2(0) = yo
y uh(0) = ag. Obtendremos otro valor para u(1), es decir, un us(1) = B2, probablemente distinto
a Y.

En consecuencia, tendremos dos aproximaciones de y;. Para continuar, vamos a suponer
que existe una relacion lineal entre w(¢;), ui(t;) y ua(t;). Esta relacion lineal estara dada por:

u(ti) —ui(ti) — wa(ti) —yo

= . 7.137
y1— B B2 — Yo ( )

Para calcular u(t) debemos despejarla de la expresion anterior. Asi obtenemos:
ulti) = wi(t;) + 2 o [ua(ti) — yol - (7.138)

B2 — 1o

Para entender como opera el método, veamos un ejemplo practico, resolviendo una ecua-
cién diferencial de orden 2.

Ejemplo

Resolver la siguiente ecuaciéon diferencial ordinaria con valores de frontera, aplicando el
método de Fuler explicito:
y”:4(y—l‘), 0<z< 1

con los valores de contorno:
y(0) =0, y(1) =2.
Para resolver la ecuacién por el método de Fuler explicito plantearemos primero que
y'(x) = z(x), con lo que tendremos que la ecuacion diferencial se transforma en:

Si aplicamos el método de Euler explicito, y hacemos u; = y(x;) tendremos las siguientes
ecuaciones:

Uit = Ui + h- 2
Ziv1 =2; +h 4(uz — :L‘l)

Como vemos, debemos resolver dos ecuaciones para obtener el valor de wu;y1. Por ello,
en primer término, vamos a resolver el sistema obteniendo, primero, valores para unas funciones
v1(x) y adoptando las siguientes condiciones iniciales:

’Ul(O) = 0, 21(0) =0

- Pag. 190 - Resumen de las Clases Tedricas Revision: 11/2021



Analisis Numeérico 7. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Tabla 7.1: Resultados obtenidos aplicando el Método de Fuler Explicito

L x| oz [ vai [ zai [ vas | w [y(a) [ e

0,00 [ 0,000 | 0,000 || 1,000 | 0,000 || 0,000 ][ 0,000 0,0

0,10 | 0,000 | 0,000 || 1,000 | 0,100 || 0,252 || 0,156 || 9,7-102
0,20 | —0,040 | 0,000 || 1,000 | 0,200 || 0,504 || 0,313 || 1,9 10!
0,30 | —0,120 | —0,004 || 1,000 | 0,300 || 0,752 || 0,476 || 2,8-10~!
0,40 | —0,242 | —0,016 || 1,000 | 0,400 || 0,992 || 0,645 || 3,5-10!
0,50 | —0,408 | —0,040 || 1,000 | 0,500 || 1,220 || 0,824 || 4,0- 10!
0,60 | —0,624 | —0,081 || 1,000 | 0,600 || 1,432 || 1,016 || 4,2-10!
0,70 | —0,806 | —0,143 || 1,000 | 0,700 || 1,621 || 1,225 || 4,0- 107!
0,80 | —1,234 | —0,233 || 1,000 | 0,800 || 1,784 || 1,455 || 3,3-107!
0,90 | —1,647 | —0,356 || 1,000 | 0,900 || 1,913 || 1,711 || 2,0- 107!
1,00 || —2,150 | —0,521 || 1,000 | 1,000 | 2,000 || 2,000 0,0

por lo que el sistema a resolver sera:

U1 :vli—l—hmzli

141

2144 = 21 +h- 4(1)11. — l‘l)
En segundo término, haremos lo mismo pero para las funciones vy(z) y 22(z) = v(z)
con los valores de contorno levemente distintos. Estos son:

UQ(O) = 0, 2’2(0) = 1,
y el sistema a resolver seré:

V241 = V24 +h- 22;

22,41 = 22, T h- 4(7)21 — )

Con los valores para cada una de las soluciones y por cada iteracién, calcularemos los
valores definitivos mediante la expresion:

y(1) —un(1)
1, + 0 (1) = y(0) [v2;, — y(0)]

U; =V

En la tabla 7.1 podemos ver los resultados obtenidos.
En la penultima columna podemos ver el valor exacto de la funcién buscada, dado que
la solucién analitica de la ecuacion diferencial es:

y(z) = e (e* - 1)_1 (e** —e ) +x.

Los valores de u(z;) obtenidos no son muy precisos, dado que el método utilizado para
resolver el sistema de ecuaciones es el de Fuler explicito, pero igualmente sirven como demos-
tracion de la efectividad al aplicar este método. Podemos ver que la altima columna muestra el
error absoluto entre el valor obtenido numéricamente y el valor exacto. Observemos que el error
cometido es del orden de 10~!, un error razonable para este método. (Recordemos que el método
de Euler explicito tiene un orden de convergencia O(h).)
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7.6.3. Diferencias finitas

En el punto anterior hemos resuelto una ecuacion diferencial lineal con condiciones de
contorno utilizando un método de resoluciéon que transforma las condiciones de contorno en
condiciones iniciales. Sin embargo, este método tiene como desventaja que es inestable en ciertas
ocasiones. Por lo que su utilizacién se ve reducida generalmente a unos pocos casos o problemas.

Uno de los métodos més aplicados para aproximar una solucién de ecuaciones diferenciales
de orden mayor o igual a dos, es el que reemplaza las derivadas por diferencias finitas mediante
un cociente de diferencias, tal como vimos en diferenciacién numérica. La aplicaciéon de estas
diferencias finitas generan un sistema de ecuaciones lineales del tipo Az = B, sistema que puede
resolverse mediante alguno de los métodos ya vistos. Esta claro que estamos limitados en la
eleccion de nuestro intervalo h, que no puede ser muy chico. Veamos en qué consiste el método,
aplicandolo a nuestro ejemplo anterior.

Para aproximar las derivadas, tomaremos el método de las diferencias centradas, que per-
miten una mejor aproximacion de las derivadas. Para empezar, desarrollemos y(zi+1) v y(zi—1)
por Taylor hasta el cuarto término, por lo que tendremos:

h? h3 ht o
y(wie) = y(wi +h) = yl) + hy' (@) + 50" (@) + v (@) + 5 (€D, (7139)
para alguna &' en (z, zi11), y
/ h? " h? 1 ht () (¢—
y(wio1) = y(@i = h) = y(e) = hy'(2:) + Sy (@) =y (@) + 59 (E ), (7.140)

para alguna & en (z;_1,2;). Demas estd decir que se supone que y(x) € C4w;_1,7;41]. Si
sumamos ambas expresiones y despejamos y”(z;), tendremos:

1 2 i ) -
y'(@) = 75 [y(in) = 2y(a) + y(aen)] - 37 |9 () +5(E)] - (7.141)
Si aplicamos el teorema del valor medio, podemos simplificar la expresion a:
1 .
Y (2:) = — [y(@it1) — 2y(zi) + y(@i1)] — =y ™(&), (7.142)

h2

para alguna & en (x;—1,x;y1).

12

Reemplacemos esta tltima expresién en nuestra ecuacion diferencial:

2
% W(ziv1) — 2y(x:) + y(xi-1)] — %y(w) (i) = 4y(xi) — 2] . (7.143)
o(h?)

De esta manera, nuestra ecuacion diferencial se transforma en:

(i) = 2y(zi) + y(wi)] = 407 [y(z:) — ], (7.144)
y desarrollando algebraicamente, obtenemos:
[y(@i1) = 20+ 21°)y(2;) + y(2ig1)] = —4h%;, (7.145)

por lo tanto, para cada i tenemos una ecuacion lineal. Definamos, entonces, el intervalo o paso

h como IFT“ siendo N > 0; de esta manera obtendremos N intervalos para i € [0; N]. Con iy h
podemos armar nuestro sistema de ecuaciones para ¢ € [1; N — 1]. La matriz resultante seréa:
(1 —2(1 + 2n?) 1 0 0 e 0]
0 1 —2(1+2h%) 1 0 e 0
A= S :
0 L 0 1 —2(1+2h?) 1 0
0 . 0 0 1 —2(1+2h%) 1]
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Si hacemos que y; = y(x;) tendremos que nuestras incognitas son:
F o ]
n

YN-1
YN

Nuestro vector de términos independientes sera:
[ —4h2$1 i
—4h2$2

—4h2$N_2
_—4h2xN_1_

Pero hemos armado un sistema con N — 1 filas y N + 1 incognitas y;. Para completar
el sistema debemos recordar que yg = a y yny = B, por lo que nuestro sistema de ecuaciones
lineales quedara como:

1 0 0 0 0 0 Yo o

1 —2(1+2h?) 1 0 0 . 0| | n —4h?z,

0 1 —2(1+2h%) 1 0 0 Yo —4h?%xy

0 0 1 —2(1+2h?%) 1 0| |yn—2 —4h%z N9
0 e 0 0 1 —2(1+2h2) 1| (yn_1 —4h%rN
0 0 0 0 0 ilyw] | 8 |

Armemos el sistema definitivo con z € [0;

)
Con estos parametros tendremos que h = % =

1], y(0) =y =0, y(1) =yny = 2y N = 10.
=0 — 0,1
coeficiente (ademas de 1):

. Entonces, en la matriz A tendremos el

—2[1+2(0,1)%] = —2(1 +0,02) = —2,04;
y en el vector de términos independientes:
—4(040,1)%-0,1 -3 = —4(0,1)%-0,1 -7 = —i-4(0,1);

con ¢ € [1, N — 1]. El sistema definitivo quedara con la matriz de coeficientes:

(10 0 0 0 0 0 0 0 0 0]
1 —2,04 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 —204 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 —204 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 —204 1 0 0 0 0 0
A=10 0 0 0 1 —204 1 0 0 0o o0,
0 0 0 0 0 1 —204 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 —2,04 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 -204 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 —2,04 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
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y con el vector de términos independientes:

0
—0,004
—0,008
—0,012
—0,016
B = |-0,020
—0,024
—0,028
—0,032
—0,036

2

Al resolver el sistema de ecuaciones por alguno de los métodos numéricos que hemos
estudiado en el capitulo 3, obtenemos el siguiente vector solucién:

[0,000]
0,156
0,313
0,476
0,645

y = |0,824
1,017
1,225
1,455
1,711
2,000

Si lo comparamos con el vector y obtenido con el Método de Euler Explicito (tabla 7.1),
podemos observar que la solucién por diferencias finitas es mucho mas precisa, ya que los y
obtenidos son iguales a los hallados por aplicaciéon de la solucién analitica.

7.7. Notas finales

Casi podria decirse que todos los problemas que debe enfrentar un ingeniero pueden
formularse mediante ecuaciones diferenciales. Desde el analisis estructural hasta el disenio de
un avion de pasajeros, las ecuaciones diferenciales intervienen en forma explicitas (deben ser
resueltas) o e forma implicita (se aplican soluciones analiticas de dichas ecuaciones).

Hasta la mitad del siglo XX, muchas de las limitaciones en los aspectos ingenieriles esta-
ban dados por las pocas soluciones analiticas que se podian obtener de muchas de las ecuaciones
diferenciales, y en consecuencia, se dependia de los ensayos en modelos fisicos o en prototipos.
Con el desarrollo de las computadoras, a partir de los afios ’50, y principalmente, con la aparicion
de las computadoras personales hace 25 anos, obtener soluciones aproximadas de las ecuaciones
diferenciales dejé de ser un escollo en cuanto a tiempo de calculo. Practicamente todas las dis-
ciplinas cientificas y tecnologicas basan sus soluciones en la aplicaciéon de métodos numéricos.

Dentro del conjunto de métodos numéricos para resolver ecuaciones diferenciales, los
métodos de las diferencias finitas y de los elementos finitos, y en particular este ultimo, son los
mas usados para encarar soluciones aproximadas. Y en los tltimos afios, la gran capacidad de
célculo de las computadoras han permitido adentrarse en la resolucién aproximada de problemas
con ecuaciones diferenciales no lineales, permitiendo el estudio de muchos fenémenos que antes
se consideraban como «imposibles» de abordar. Basta con ver el avance en el campo de los
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estudios climéaticos, el comportamiento de los rios, el avance en la hidraulica maritima, etc., que
han reemplazado el uso de modelos fisicos (muy caros y lerdos) por modelos matematicos (mas
baratos y rapidos).

Ejercicios
Con valores iniciales

Métodos de paso simple

1. Aplique el Método de Euler Explicito para aproximar la solucion de las siguientes ecuaciones
diferenciales con valor inicial:

a) Yy =te3t =2y, con0<t<1,y0)=0yh=0,5.
b) ¥ =1+% con1<t<2y(1) =2y h=02.

2
) ’:1+%+(%) Lcon1<t<3,y(1)=0yh=02

Yy
d)y=—wy+1)(y+3),con0<t<2 y0)=-2yh=0.2.
Y =-5y+5t2+2t con0<t<1,y(0)=03333y h=0,1.

2. Aproxime la soluciéon de las ecuaciones del punto anterior aplicando el Método de Fuler
Implicito.

3. Con la soluciones analiticas de las ecuaciones del punto 1., compare los resultados obtenidos
mediante la aplicacion de los Métodos de Fuler con los «exactos». Calcule el error absoluto
y el error relativo de cada uno.

1 1
a) y(t) = £ tedt — ?5(63t — G_Qt).
b) y(t) =t Int+2¢.
c) y(t) =t tg(lnt).
2
d) y(t) = -3+ T
6_5t
e) y(t) =t>+ 3

1
y':t—z—%—y2 conl<t<2yy(l) =-1,
cuya solucion analitica es
1

a) Aplicar el Método de Euler Ezplicito con h = 0,05 para aproximar la solucion.

b) Idem el punto anterior pero con el Método de Euler Implicito.
Compare los resultados.

5. Aplique el Método de Taylor de orden 2 para aproximar la solucién de las siguientes ecua-
ciones diferenciales con valor inicial:

a) Yy =te3t -2y, con0<t<1,y(0)=0y h=0,,.
b) y’:1+%,con1§t§2,y(1)=2yh=0,25.

Revision: 11,/2021 Resumen de las Clases Tedricas - Pag. 195 -



7.7. Notas finales Analisis Numérico

10.

11.

12.

13.

2
c) y/:1+%+(%) ,eon1<t<3,y(1)=0yh=02.
d) y =—=(y+1)(y+3),con0<t<2,9(0)=—-2yh=02
e) Yy =—-5y+5t2+2t,con0<t<1,y0)=0,3333y h=0,1.

Compare con los resultados obtenidos en los puntos 1 y 2.

. Idem el punto anterior pero con la ecuacion diferencial del punto 4.

Aproxime las ecuaciones diferenciales del punto 1 aplicando el Método del Punto Medio
(Método de Runge-Kutta de orden 2).

Idem el punto anterior pero aplicando el Método de Euler Modificado (Método de Runge-
Kutta de orden 2).

Idem el punto anterior pero aplicando el Método de Heun (Método de Runge-Kutta de orden

Idem el punto anterior pero aplicando el Método de Crank-Nicolson (Método de Runge-
Kutta de orden 2).

Idem el punto anterior pero aplicando el Método de Runge-Kutta de orden 3.
Idem el punto anterior pero aplicando el Método de Runge-Kutta de orden 4.

Arme un cuadro comparativo con todos las soluciones obtenidas para las ecuaciones dife-
renciales del punto 1.

Métodos multipasos

1.

Aplique el Método de Adams-Bashforth de orden 2 para aproximar la soluciéon de las si-
guientes ecuaciones diferenciales con valor inicial:

a) y =te*' =2y, con0<t<1,y0)=0yh=05.
b) ¥ =1+% con1<t<2,y(1) =2y h=025.
Y
t
d)y=—w+1)(y+3),con0<t<2 y(0)=-2yh=0,2.
e) y =-by+5t2+2t con0<t<1,y0)=0,3333y h=0,1.

;) y\? _ _
o)y =1+%+ " ,eon 1 <t<3 y(1)=0y h=0,2.

Utilice soluciones obtenidas por algin Método de Runge-Kutta de orden para el valor de
Y1

Idem el punto anterior pero aplicando el Método de Adams-Moulton de orden 2.

. Aproxime las ecuaciones del punto 1 pero aplicando el Método de Adams-Bashforth de

orden 4. Utilice las soluciones aproximadas con el Método de Runge-Kutta de orden 4 para
los valores de 1, y2 v y3.

Aproxime las ecuaciones del punto 1 pero aplicando el Método de Adams-Moulton de orden
4. Utilice las soluciones aproximadas con el Método de Runge-Kutta de orden 4 para los
valores de y1 v y2.
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Casos practicos

1. Al mezclar dos fluidos, a veces, se originan ecuaciones diferenciales lineales de primer orden.
Cuando se describe la mezcla de dos sales, se supone que la tasa con que cambia la cantidad
de sal, A’(t), en un tanque de mezcla, tiene una rapidez neta igual a:

donde Rj es la rapidez con que entra una sal, y Rp es la rapidez con que sale una sal.
Suponiendo que:

A
Rr =3 kg/min, Rop = 1000 kg/min, A(0) =25kg y h =10 min,

obtener una solucién aproximada en el intervalo 0 < ¢ < 100 min aplicando:

a) El Método de Euler Explicito,
b) El Método de Euler Implicito,
c¢) El Método de Crank-Nicolson,
)

d) El Método de Runge-Kutta de orden 4.

Compare los resultados obtenidos con la solucién analitica:
A(t) = 300 — 275 ¢~ 100,

2. Un modelo sencillo de «tsunami» esta descripto por el siguiente problema de valor inicial:

H
((ii—:H\/Zl—QH, con H(0) =2,
x

donde H es la altura de la ola y x es la posicién del «tsunami» respecto del punto de origen.
Obtenga una solucién aproximada en el intervalo 0 < x < 10 km, aplicando:

a) El Método de Euler Implicito,

b) El Método de Crank-Nicolson,

c) El Método de Adams-Moulton de orden 4.

3. La cantidad N(t) de hipermercados que usan cajas computarizadas en un pais, esta definida
por el problema de valor inicial:

dN
s N(1-0,0005 N), con N(0)=1.

Obtenga una solucién aproximada en el intervalo 0 < ¢t < 10 afios, aplicando:

a) El Método de Euler explicito,
b) El Método de Euler implicito,
c¢) El Método de Crank-Nicolson,
d) El Método de Runge-Kutta de orden 4.

4. El modelo demografico P(t) de un suburbio en una gran ciudad esté descripto por el
problema de valor inicial:

dP
T P(107' = 1077 P), con P(0) = 5000,

donde t se expresa en meses. Obtenga una solucién aproximada en el intervalo 0 < ¢ <
10 meses, aplicando:
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El Método de Euler Explicito,

El Método de Euler Mejorado,

El Método de Runge-Kutta de orden 4,

El Método de Adams-Bashforth de orden 4.

a
b
c

d

~— — — —

5. Aplique el Método de Euler Modificado para aproximar las soluciones de las siguientes
ecuaciones diferenciales de segundo orden con valores iniciales:

a) y' =tlet—1)—y+2y con0<t<1,y(0)=0yy(0) =0, tomando h = 0,1;

2
b) ¥/ =t Int — . (% —y’) conl1<t<2 y(l)=1y 4y (1) =0, tomando h = 0,1.
6. Aproxime las mismas ecuaciones del punto anterior pero aplicando el Método de Runge-

Kutta de orden 4.

7. Un sistema masa-resorte con movimiento forzado amortiguado como representado en la
figura 7.2, esta descripto por la siguiente ecuaciéon diferencial de segundo orden:

d%x d;'v

@—1—1,2& +2x =5 cos4t,

0,2

en el intervalo 0 <t < 1,6 con 2(0) =0,5y #(0) = 0.

Figura 7.2: Sistema masa-resorte.

Aplique el Método de Runge-Kutta de orden 4 para obtener una aproximacion de la solucién.

Con condiciones de contorno

1. Se tienen dos esferas concéntricas de radio rp = 25 cm y r1 = 40 cm, como se ve en la
figura 7.3. La temperatura T'(r) en la region entre ambas esferas estd determinada por la
siguiente ecuacién diferencial de segundo orden:

2T dT

Las condiciones de contorno son: Ty = 7'(25 cm) = 300 K y 71 = T'(40 cm) = 280 K. Si
=
h =

10
problema.

0, aplique el Método de las Diferencias Finitas para aproximar una soluciéon del
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Figura 7.3: Esferas concéntricas.

2. La ecuacién diferencial

W= er ()]

corresponde a la ecuacion de equilibrio del sistema estructural de la figura 7.4.

p(x)

m@
F%

Figura 7.4: Viga simplemente apoyada.

Para z € [0,10 m], las siguientes condiciones de contorno, My = —0,10 MNm, M; =
—0,20 MNm, el esfuerzo normal N = 1,0 MN y los siguientes datos del material, £ =
206 GPa, la seccion transversal, I = 0,001388 m* y la carga externa, p = 0,1 MN/m,
aproxime la solucién del problema mediante el Método de las Diferencias Finitas, tomando

L
h—l—o.
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Apéndice A
El analisis numeérico y la ingenieria

Una de las caracteristicas principales de la ingenieria es la utilizacién de herramientas
fisicas y matemaéticas para encarar y resolver cada uno de los problemas que enfrenta. Por algo los
estudiantes de ingenieria estudian en los primeros afios una gran cantidad de matemética y fisica
(y quimica también), que seran la base para aprender los temas mas especificos. Es comin que
hoy muchos estudiantes acepten que deben aprender Analisis Matematico (o Calculo), Algebra,
Fisica, Quimica sin hacerse demasiadas preguntas al respecto, aunque en muchas ocasiones no
tienen bien claro cuél es el uso de cada una de estas disciplinas en la carrera elegida. Es por eso que
uno de los grandes temas que se debaten en la actualidad es cémo articular los conocimientos
bésicos y los conocimientos especificos que deben ser aprendidos y captados por los futuros
ingenieros.

Dentro de estos conocimientos basicos es donde suele ubicarse al Anélisis Numérico,
asumiendo que se trata de una herramienta matemaética esencial para todo ingeniero. Pero resulta
que no esta claro cual es la incidencia de esta herramienta dentro de la gama de problemas que
resuelve la ingenieria ni cémo interacttia con el resto de los conocimientos que ésta incluye.

El capitulo inicial comenz6 con una definiciéon del Anélisis Numérico dada por el Dr.
Lloyd N. Trefethen, profesor de Anélisis Numérico de la Universidad de Oxford en Inglaterra,
que es la que actualmente se considera como la més representativa:

Andlisis numérico es el estudio de los algoritmos para resolver problemas de la ma-
temdtica continua.

En su articulo «Numerical Analysis» (ver [19]), Trefethen se explaya bastante acerca de
los alcances del anélisis numérico, su historia, la necesidad que de ella tienen los cientificos y los
ingenieros, y propone o expone cual es a su entender el futuro para esta disciplina. Pero la visién
es la de un matematico orientado casi exclusivamente a una rama de la matematica aplicada,
aunque hoy puede decirse que casi es una rama mas de la matematica teorica.

La vision de los ingenieros (y de los estudiantes de ingenieria) probablemente no coincida
con la de Trefethen pues, en general, pocas veces se dedican a estudiar cuestiones tedricas o
no disponen de tiempo para refinar o proponer nuevos algoritmos o métodos de resoluciéon para
problemas conocidos o nuevos. Generalmente, estan més dispuestos a aprender como usar los
modelos mateméatico-numéricos, entender como es la aplicacién practica y eventualmente como
mejorar su aplicacién pero sin avanzar en mejoras explicitas de los métodos sino mediante un
uso no del todo convencional, aprovechando al maximo las capacidades de los modelos. Incluso,
la utilizacion generalizada hoy de programas que permiten manejar la matematica simbolica casi
de la misma forma que en la hoja de papel, hace parecer que el entender los procesos que llevan
a la construccion de los algoritmos que aplican esos modelos sea, en cierta forma, superflua o
innecesaria.

Sin embargo, esa vision puede ser equivocada. ;Y por qué? Buena parte de los métodos
numéricos aplicados en la actualidad tuvo su primer desarrollo embrionario en manos de ingenie-
ros necesitados de resolver problemas sin soluciones conocidas. Un ingeniero suele tener diferentes
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problemas para encarar y resolver. Existen aquellos que ya fueron resueltos hace muchos anos,
que cuentan con soluciones teoricas, a veces aproximadas, que se ajusten casi perfectamente al
problema y que no suele requerir demasiadas herramientas matemaéticas. Hoy se pueden citar co-
mo ejemplos de esto a una gran cantidad de temas de la ingenieria estructural relacionados con
la mecénica del sélido, de la ingenieria mecénica, de la electronica, etc. Existe una gran cantidad
de ingenieros que, con ayuda de las herramientas matematicas con niveles de complejidad media,
resuelven una gran cantidad de problemas, incluso con ayuda de programas que en algin sentido
se pueden considerar como elementales. El uso de planillas de calculo, hojas matematicas (como
el MathCAD o el SMath Studio, por ejemplo) o entornos como MatLab, Octave o Maxima da
la idea de estar utilizando algo equivalente a la hoja de papel que utilizaban los ingenieros antes
de la aparicién de la computadora personal. Pero en rigor no es los mismo.

Existe una segunda parte en la ingenierfa y puede resumirse en esto: puede decirse que
hay una cantidad similar de temas que no cuentan con una solucién matematica conocida o por
lo menos, cuya aplicacién sea sencilla o practica para el ingeniero, y en algunos casos, todavia no
hay una comprensiéon total del tema. Lo que no impide que sean temas que deben ser resueltos
de alguna forma o por lo menos analizados hasta el nivel de conocimiento actual para dejarlos
en evidencia y resolverlos a medida que se manifiestan. Y tal vez, con los analisis «en directo»
se pueda encontrar una solucién practica, aunque fuere circunstancial. Esta es la base de la
aplicacion de los modelos fisicos a escala.

Y esto es asi porque una de las cualidades del ingeniero es la necesidad de que todo aquello
en lo que trabaja o desarrolla sea aplicado de la forma mas eficiente y completa en la vida real
por la sociedad en la que vive. Disefiar puentes o méquinas, por citar dos ejemplos, que solamente
sean expuestas en museos o exposiciones de tecnologia no es precisamente el ideal de cualquier
ingeniero en ejercicio de su profesién. En todo caso, si esta desarrollando algo nuevo y para ello
debe primero fabricar un prototipo (o un modelo en escala), lo que busca es poder entender
y resolver el problema a partir del cual no cuenta con la soluciones matematicas tradicionales
o corrientes y que ese mismo prototipo, una vez adecuado y ajustado a las condiciones reales,
sea construido y puesto a disposiciéon de la sociedad. También aspira a que los resultados de
analizar varios de esos modelos fisicos le permitan, a veces con gran ayuda de los mateméticos
y los fisicos, encontrar un modelo matemético que solucione el problema sin tener que apoyarse
permanentemente en el modelo fisico. Porque, ya se sabe, los modelos fisicos son muy caros y
dificiles de ejecutar.

Dentro de esta vision, el anélisis numérico queda relegado a un conocimiento adicional
pero que pocas veces aplicara en su vida profesional. jPocas veces? Un ejemplo de que esto no es
cierto se puede ver en la utilizacién de sistemas de ecuaciones lineales para resolver inumerables
problemas a lo largo del periodo de estudio. Los estudiantes de ingenieria «pasan» muchas horas
de su vida académica resolviendo cantidad de ejercicios cuya base de resolucién es el planteo
de un sistema de ecuaciones lineales (Ax = B). | Y cuél es el método para resolverlos? Lo mas
usual es que traten siempre de usar lo aprendido en Algebra, o sea, plantear © = A~ B. Rara
vez se plantean usar un método numérico aprendido en las clases de Analisis Numérico. Esto
es «ayudado» en muchos casos por la facilidad que programas como MS Excel, el MatLab o el
MathCAD, entre otros, pueden invertir la matriz. Nunca, o casi nunca, se plantean cémo hacen
esos programas para obtener los que les parece «elementaly. Tampoco se plantean si pueden
obtener un mejor resultado que el que les entrega el programa o mejor dicho, la funcién del
programa.

Aqui podria surgir la pregunta: jes posible mejorar el resultado que entrega un programa?
Por ejemplo, la inversion de una matriz por el MS Excel, jpuede ser mejorada? Aqui entra
el concepto del Analisis Numérico como herramienta del ingeniero. Supuestamente, no seria
necesario analizar esto puesto que si el MS Excel entrega un resultado, el mismo debe ser correcto.
La pregunta que un alumno o ingeniero deberia hacerse no es si el resultado es correcto o no
sino, {qué algoritmo utiliza MS Excel para obtener esa matriz inversa? Mejorar los resultados no
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pasa por la «exactitud» de los resultados en pantalla solamente sino por la rapidez, confiabilidad
y robustez del procedimiento, que debe asegurar, por supuesto, valores numéricos precisos.

Si los ingenieros so6lo se hubieran preocupado por resultados numéricos correctos, posi-
blemente seguirian usando los mismos procedimientos de calculo que en su momento usé el ing
Alexandre Fiffel para calcular y luego construir la torre que lleva su nombre en Paris. Pero eso
no fue lo tnico que les preocupd o interes6. Hoy ningtn ingeniero estructural trabaja con los
métodos grafico-numéricos del siglo XIX y de principio del siglo XX. Tampoco utiliza los mismos
criterios de célculo que en esa época. Lo mismo puede decirse para otras ingenierias y ramas de
la ciencia. (Como anécdota fuera de la ingenieria, los astronomos y astrofisicos actuales estan
sorprendidos por la precisiéon de los célculos astronémicos de Le Verrier, un matemético francés
dedicado a la mecénica celeste, para analizar las perturbaciones de la 6rbita de Urano, que le
permitieron pronosticar la existencia de un planeta desconocido como causa de dichas perturba-
ciones. Gracias a sus indicaciones, el astronomo alemén Johann Galle, del Observatorio de Berlin,
lo encontré en la noche del 23 de septiembre de 1846, apenas cinco horas después de recibir la
carta enviada por Le Verrier. Ese planeta desconocido es hoy Neptuno.)

Gracias a la rdpida expansion del uso de las computadoras y sus programas asociados,
muchos de los problemas que la ingenieria tardaba dias y meses en resolver, hoy pueden ser
resueltos en cuestién de horas. Esto le permite a los ingenieros imaginar y llevar a cabo soluciones
nuevas y més eficientes que se comportan y se aproximan mejor a la realidad. Y al mismo tiempo,
evitan el uso de modelos fisicos que son engorrosos y, en algunos casos, muy costos. Solo apelan a
ellos en momentos indispensables en los que hay que validar el diseno. (Un ingeniero aeronautico
senal6 alguna vez que «nunca volaria en un avién cuyo diseno no fuera probado y calibrado en
un tinel de viento.)

Por eso creemos que el anélisis numérico deberia ser considerado por todos los ingenieros
y, particularmente, por los estudiantes de ingenieria, como la otra herramienta practica més
importantes con la que disponen para su profesion, junto con el dibujo y la representacién grafica.

Sin estas dos, dificilmente un ingeniero pueda desarrollar su trabajo con eficiencia capacidad e
idoneidad.
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Apéndice B
Un poco de historia

Es poco o nada lo que se ve y aprende de historia de la matematica (y de las ciencias
en general) en la escuela media y en la universidad. No se considera como un conocimiento que
sirva para entender los procesos, el razonamiento y la loégica que sustentan esta disciplina. Esto
se puede extender a todas las ramas, como la geometria, el algebra, el analisis matemaético vy,
por supuesto, el analisis numérico. Eso ha llevado a que no se conozca cémo fue en realidad la
evolucién a través del tiempo de la matematica como disciplina y herramienta de la humanidad
para resolver una gran cantidad de problemas y cuestiones que resultaron en la evolucién de la
humanidad propiamente dicha. Sin esa evoluciéon de la matematica no se habria alcanzado el
grado de desarrollo que todos conocemos hoy.

Suponer que el analisis numérico es una disciplina moderna y que nacié junto con el
analisis matematico o con el dlgebra, es probablemente una concepcién simplista del asunto. Hay
una tendencia a considerar que la primera disciplina matematica en desarrollarse fue la geometria,
pues la forma mas sencilla de obtener resultados numéricos en la antigiiedad era mediante la
representacion grafica. Lo interesante es que la segunda disciplina dentro la matematica que se
comenzd a desarrollar, tal vez a la par de la geometria, fue el anélisis numérico o, como se lo
llamaba antes, el cdlculo numérico.

La necesidad de calcular cuantos trabajadores era necesario para construir un canal de
irrigacion (como en Babilonia), o las tierras que eran necesarias para la siembra (en Egipto), o
cualquier otro caso que sélo era posible representar mediante calculos aritméticos, llevd a dos
cosas que son la base de la matemaética actual: la representacién numérica, y la construcciéon de
algoritmos de céalculo, esto es, el desarrollo del analisis numérico.

Cada pueblo de la antigiiedad desarrollé su propio sistema de representacion numérica y
sus formas de calcular y resolver los diferentes problemas que el avance tecnolégico les presentaba.
Asi, entre otras cosas, tanto los babilonios, los egipcios, los indios, los chinos, los griegos, los
romanos, los arabes, los mayas y los incas, entre los mas destacados, desarrollaron sus propios
sistemas numeéricos.

Es opinién universal que el pueblo que mayor desarrollo le impregné a la matematica en
la antigiiedad fue el griego. Los matemaéticos griegos de la antigiiedad se caracterizaron por ser
brillantes y desarrollaron una ciencia de una forma jamés vista antes, y con una proyeccién a
futuro muy importante, tanto que sin ella la civilizaciéon actual no seria lo que es. La brillantez
de los griegos se observa en que estuvieron a punto de descubrir el célculo diferencial e integral
(Arquimedes desarroll6 un método numérico de integracion), cuyo descubrimiento por Newton
en el siglo XVII revolucion6 la matematica y la fisica de la época, y entre otras cosas permitio
confirmar el modelo heliocéntrico propuesto por Copérnico y desarrollado por Kepler'. Hay que
recordar la cantidad de teoremas adjudicados a griegos que se estudian (por ejemplo, el famoso
Teorema de Pitagoras) y la importancia de la obra de Euclides en geometria, tanto que recién en

Lo notable es que Aristarco de Samos propuso un modelo heliocéntrico del sistema solar que finalmente no
tuvo cabida en la ciencia «oficial» de la época, dominada por las ideas de Aristoteles y la teoria geocéntrica.
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el siglo XIX se comienza a imaginar una geometria no euclideana?

«herejiay» entre algunos matematicos.

Por lo tanto, estamos muy acostumbrados y conocemos casi todas las contribuciones de
los matematicos griegos. Pero la matematica no se construy6 sélo con los matemaéticos griegos,
muy por el contrario, se nutri6 de muchas y fundamentales contribuciones de matematicos no
griegos. Veamos un poco cuales fueron algunos de esos aportes, alguno de los cuales fueron
decisivos y cambiaron el rumbo de la matemaética.

, considerada como una gran

B.1. Los egipcios

Los egipcios construyeron un imperio que dur6 varios milenios, hasta que fueron conquis-
tados por los macedonios (Alejandro Magno) y los griegos, para luego ser nuevamente conquis-
tados por los romanos y luego por los turcos y los franceses y finalmente por los ingleses.

Como la idea es analizar los primeros pasos de la matematica y en particular del analisis
numérico, nos ocuparemos de los egipcios del periodo antiguo, entre los anos 3,000 a 600 antes
de Cristo (A.C.). Por lo pronto, el Antiguo Egipto es muy conocido por la construccion de las
piramides, sobre todo por las tres mas famosas: las de Keops (o Jufu, también Khufu), Kefren
(o Jafra, también Khafra) y Micerino (o Menkaura), conocidas como las Pirdamides de Guiza,
Giza o Gizeh (en arabe, «Al Yiza»). Alcanza con estas construcciones para imaginar el gran
conocimiento practico que tenfan en arquitectura e ingenierfa, lo que lleva a considerar que
también llegaron a tener algin tipo de conocimiento matematico. Hay que mencionar que fueron
ellos, los egipcios, los que dividieron el afio en 365 dias al confeccionar un calendario solar para
determinar los periodos en los cuales debian sembrar los granos para alimentar a la poblacion.

El concepto que tenfan de la matemaética en realidad era de un procedimiento practico
para resolver problemas. Se han encontrado varios elementos que documentan esto, en los cuales,
esté el sistema de representaciéon numérica. No se traté de un sistema posicional como el actual,
sino de un sistema parecido al romano, lo que hacia que la tGnica operacién posible de hacer era
la suma. La multiplicacion y la divisién eran préacticamente imposibles.

n2l T (|| ¥

6

1 10 | 100 [ 1000 [ 10000 100000 10

Figura B.1: Numeros egipcios en escritura jeroglifica.

En la figura B.1 estan representados los niimeros egipcios en escritura jeroglifica. Pero los
egipcios contaban con otro sistema de escritura, el hieratico, que era el usado por los escribas, los
funcionarios encargados de los registros y de los calculos. Son estos nimeros los que se usaban
para los célculos matematicos (figura B.2).

Ambas representaciones numeéricas hicieron que los célculos fueran muy complicados, pues
el sistema numérico no era posicional, tal como el actual. No obstante, se las ingeniaron para
resolver muchos problemas ingenieriles y contables. Existen dos documentos histéricos que dan
muestra de esto: el Papiro de Rhind y el Papiro de Mosci, que datan del ano 1,650 A.C., si bien
el primero refiere estar basado en un documento anterior del afio 1,850 A.C. El Papiro de Rhind
incluye 87 problemas en tanto que el Papiro de Mosci incluye 25. Todos estos problemas fueron
encarados de un modo estrictamente practico.

Uno de los grandes problemas ingenieriles resueltos fueron las piramides, en particular,
la Gran Piramide de Guiza, la pirdmide de Keops. El relevamiento de las medidas de la pirdmide

2Sin la geometria no euclideana, cuyo maximo exponente fue Georg Riemann, Einstein nunca hubiese podido
desarrollar su Teoria General de la Relatividad.
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Figura B.2: Numeros egipcios en escritura hierdtica.

llevé a que algunos investigadores esgrimieran que los egipcios conocieron la proporcion durea
(‘f“) y el nimero 7, en tanto que otros argumentan que no era ese el caso, y que los ntimeros
hallados fueron una 001n01den01a.3 En algo que si concuerdan es que tenian la nocién geométrica
del tridngulo de Pitagoras de lados 3 y 4 e hipotenusa 5. (Ese triangulo cumple con el teorema,

pues 3% 4 4% = 52))
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Figura B.3: El Papiro de Rhind.

Lo mas notable es que los egipcios desarrollaron una serie de procedimientos para resolver
varios de esos problemas que se encuentran en los documentos mencionados. Podemos decir que

3Como acotacién a ese debate, es indiferente que conocieran o no el ntiimeros 7 o a la proporcién &urea tal
como los conocemos hoy, pues lo importante es que de alguna forma los calcularon o aproximaron y los usaron en
forma préctica. Con lo cual podria decirse que estaban en el camino correcto que luego derivé en la matemética
abstracta de los griegos.
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se dedicaron a construir algoritmos de calculo sencillos, o lo que es lo mismo, se dedicaron a
una forma incipiente del analisis numérico. Por ejemplo, en el Papiro de Rhind hay una forma
preliminar del método de la Regula-falsi para resolver ecuaciones lineales.* Pero los egipcios
todavia estan algo lejos de desarrollar algo parecido a procedimientos de calculo sistematizados,
aun cuando muchos suponen que la influencia sobre el resto de las culturas contemporéaneas y

posteriores es importante y notable.

B.2. Los babilonios

Los primeros babilonios fueron un pueblo que vivieron en la zona de la Mesopotamia
asiatica, en lo que hoy es parte de Irak, entre los anos 2,000 y 1,500 A.C. Fueron tal vez los
primeros en desarrollar una matematica incipiente y, particularmente, en crear los primeros pasos
de la matematica que hoy conocemos. Esto se debi6 a que las ciudades babilénicas contaban con
importantes avances tecnolégicos para la época como son los sistemas de canales de irrigacion,
que no solo servian para transportar agua, sino también mercaderias y armas.

Para entender la capacidad de los babilonios, hay que tener en cuento que fueron unos
astronomos extraordinarios. Ejemplo de ello es que gracias a sus observaciones astronémicas
dividieron el dia en 24 horas, las horas en 60 minutos y los minutos en 60 segundos. Es decir,
crearon un sistema de representacién numérica sexagesimal. Creo que eso basta para captar
enorme inteligencia de los «mateméaticos» babilénicos, pues estamos usado ese mismo sistema,
i4,000 anios después! Y no so6lo lo usamos para medir el tiempo, sino que también para medir la
posicién geografica y los angulos planos.
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Figura B.4: Numeros babildonicas.

Pero no se quedaron con eso. Hay que considerar que el sistema numérico de los babilonios
fue el primer sistema posicional, lo cual muestra lo avanzados que estaban en términos matema-
ticos. Ademés del sistema numérico posicional que idearon, gracias a que adoptaron la escritura
cuneiforme en tablas de arcilla cocida, se dedicaron a fabricar muchas tablas con ayudas numé-
ricas. Por ejemplo, tenfan tablas con los cuadrados (a?) de 59 ntimeros y con los cubos (a®) de
32 nimeros, por supuesto, en el sistema sexagesimal. Esto los indujo a considera la formulacion
de métodos de calculo que facilitaran el uso de dichas tablas.

“Es muy interesante el anélisis del Papiro de Rhind que est4 en [14]
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Figura B.5: Ejemplo de tablas babilonicas.

Asi, para calcular el producto de dos ntimeros (a - b), disponian de dos procedimientos:

2 2 12
a.b = ((l+b) 5 a b o,
(a+b)?—(a—1b)?

4

a-b =

Convirtieron el producto en la suma algebraica de tres cuadrados divididos por 2 en el
primer caso, y de dos cuadrados divididos por 4, en el segundo. Con el segundo algoritmo, sélo
tenian que buscar en la tabla los cuadrados de la suma y la diferencia de dos nimeros, tomar
un cuarto de esos resultados y restarlos. jImpresionante! Esto no es otra cosa que un algoritmo
segun el concepto moderno del mismo.

Alguien podria objetar que resolvieron el producto pero que nada hicieron con la divisién.
Efectivamente, la division es méas complicada y siempre gener6 dificultades en la antigiiedad. Pero
los babilonios encontraron que hacer 7 es lo mismo que hacer a - %. , Qué hicieron? Pues fabricaron
tablas con los inversos de los niimeros.

Con las tablas que fabricaron se dedicaron a resolver una gran cantidad de problemas
concretos. Tomemos por ejemplo el siguiente: determinar los lados de un rectangulo cuya area es
0,75 y su diagonal es 1,25%. Escrito en algebra actual equivale al siguiente sistema de ecuaciones:

z-y=0,75
z? +y? = 1,25%

La segunda ecuacion no es otra cosa que ... jel Teorema de Pitdgoras! Por supuesto, los
babilonios conocian dicho teorema pero no con la formulacién algebraica actual.® Sabian que v/2
era la diagonal de un cuadrado con lado unitario. En rigor, para ellos v/2 = 1,4142963, en vez
de v/2 = 1,414213562.5

Pero lo mas interesante es la forma en que resolvieron el sistema anterior: utilizaron un
algoritmo «casi» moderno. La secuencia de procedimiento es la siguiente:

1. Calcule 2zy — 1,50

SPitagoras tampoco lo escribi6 en la forma algebraica actual. El algebra, tal como lo conocemos ahora, fue un
desarrollo de los matematicos arabes.
SVer en [14] Pythagoras’s theorem in Babylonian mathematics.
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2. Reste 2zy a z2 + y? — 1,252 — 1,50 = 0,0625
3. Saque la raiz cuadrada para obtener z — y — /0,0625 = 0,25

.. - 0,25 _
4. Divida por 2 para obtener =¥ — =22 = 0,125

.. 0,0625 _
5. Divida z? + y? — 2zy por 4 — == = 0,015625
6. Sume zy a este resultado — 0,015625 + 0,75 = 0,765625

7. Saque la raiz cuadrada para obtener IT” — /0,765625 = 0,875

8. Sume 5% a ¥ para obtener  — 0,875 + 0,125 = 1
9. Reste %52 a % para obtener y — 0,875 — 0,125 = 0,75

10. Solucién: x =1y y = 0,75.

Es un ejemplo que hoy se usaria como seudocodigo de programacion, que se encontrd en
una tabla conocida como Tabla de Tell Dhiyabi, salvo que los nimeros estan representados en el
sistema sexagesimal babilénico. jUn algoritmo maravilloso!

B.3. Los indios

Es mas que evidente el gran aporte de los mateméticos indios a la matemaética en ge-
neral. Y no es otra cosa que el sistema numérico que usamos hoy en forma cotidiana para la
representacion nuestro sistema decimal. Se trata de los mal llamados «ntimeros ardbigos», que
fueron en realidad una creacién de los mateméticos indios, que adoptados y modificados por los
arabes, fueron introducidos en Occidente en el siglo XIII por Leonardo de Pisa, més conocido
como «Fibonacci».

La cultura india tuvo varias etapas. La més antigua se remonta a alrededor del 2,500 A.C.
sobrevivid hasta el 1,700 A.C. A esta etapa se la conoce también como la civilizacion Harappan.
Aqui se destaca el uso de un sistema decimal de medidas cuya unidad de medicion fue la pulgada
del indo, que media unos 3,35 cm (o 1,32 pulgadas actuales).

El siguiente avance o aporte se produjo a partir del 800 A.C., época en se escribieron los
Sulbasutras, compilacion del conocimiento matemético entre el 800 y el 200 A.C. Aqui el aporte
se concentrd en geometria y tenfa un fin religioso, pues domina la religién védica que favorecio
el desarrollo matematico asociado a la astronomia.

Esta religiéon fue reemplazada por el jainismo a partir del siglo VI A.C., época en la que
se crey6 que comenzo6 una etapa declinante del conocimiento matemaético indio. Hoy se sabe, en
cambio, que se avanzd en la teoria de los niimeros, en operaciones aritméticas, en geometria,
ecuaciones lineales, ciibicas y cuarticas, y en el calculo combinatorio. Ademas desarrollaron una
teoria del infinito con varias clases de infinitos (j2,000 anos antes que Cantor!) y tenian nociones
del logaritmos de base 2 (sorprendente también, pues el sistema numérico era decimal).

Es a partir del 500 después de Cristo (D.C.) cuando se desarrollo lo que se conoce como
el periodo clasico de la matemética india, la cual es también el comienzo de una nueva era
en la astronomia y la matemaética. Una de las obras fundamentales de esta época es la del
matematico Aryabhata, que introdujo la trigonometria en la India, lo que dio un gran impulso
a la ciencias ya mencionadas. Ademéas de Aryabhata, otros matematicos importantes fueron sus
casi contemporaneos Varahamhina y Yativrsaha.

Pero es el matemético Brahmagupta a principios del siglo VII D.C. quien hizo una de
las mayores contribuciones a la matematica y a los sistemas numéricos al introducir el concepto
de los niimeros negativos y el cero. A eso, que ya es probablemente lo més revolucionario en su
momento, hay que agregar que contribuy6 con férmulas y métodos de interpolaciéon que invento
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para calcular tablas con la funcién seno. Resulta mas que notable que el matematico que introdujo
la mayor revolucién en la matemética se haya dedicado al desarrollo de métodos de interpolacion,
algo que hoy es casi monopolizado por el anélisis numérico.
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Figura B.6: Evolucion de los nimeros de la India.

Si nos concentramos en los niimeros indios, pues resultan ser la mayor contribucion a la
matematica, veremos en la figura B.6 la evolucion de los simbolos numéricos (o numerales) a lo
largo de los siglos. Observemos que en los primeros dos casos, los simbolos son bastante sencillos
para los ntiimeros 1 a 3, en cambio, el resto cuenta con simbolos mas trabajados, atin cuando en
nada se parecen a los que usamos nosotros actualmente. En cambio, en el altimo grafico, notemos
que los niimeros 1 a 3 tienen una grafia similar a la nuestra, lo mismo que el cero, no asi para
el resto, que mantiene cierta diferencia con los actuales. Como una curiosidad, podemos ver que
el simbolo que usamos para el cuatro corresponde al ntimero cinco y que el simbolo del ocho
corresponde al nimero cuatro, en tanto que el simbolo del nueve se parece bastante al actual
aunque invertido. Resulta que si bien el origen de los ntimeros que hoy usamos es de la India, la
grafia corresponde a la drabe, quienes tomaron los nimeros y los adaptaron a su grafia.

La introduccion de los niimeros indios no sélo facilité la representaciéon de los ntimeros si
no que agregd algo més: el sistema posicional en base diez, gracias a la introduccién del cero. Si
bien los babilonios ya habfan desarrollado un sistema posicional pero con base sesenta, no habian
conseguido desarrollar o inventar el concepto de cero. Por lo tanto, estas dos contribuciones de
la matematica india fueron la gran revoluciéon para la matematica toda, que Occidente comenzo
a usar en el siglo XV y adopté en el siglo XVI D.C. en forma definitiva.

Hay todavia cierta controversia acerca del origen del simbolo del cero en los ntimeros
indios. Algunos autores estiman que el origen del cero es propiamente de la India, en tanto que
otros creen ver una adaptaciéon de un simbolo parecido que usaban los astronomos griegos (en
particular, por Tolomeo en el siglo II D.C.) y que fue adoptado por los indios en el siglo I o siglo
11 D.C.7

B.4. Los chinos

Los chinos tuvieron durante los primeros siglos o milenios de su dilatada civilizacién un
desarrollo mateméatico independiente del resto del mundo o del resto de las culturas, principal-
mente en el mundo antiguo. Esa independencia en el desarrollo estuvo signada por las caracte-

"Hay un articulo interesante en [14] acerca de la historia del cero, A History of Zero.
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risticas geogréficas de China, separada del resto del continente asidtico por cadenas montafnosas
y mares, y por el hecho de que las conquistas que sufrieron terminaron con la asimilaciéon de los
conquistadores a la cultura china y no al revés, como usualmente ocurrié.

La matemética china se caracteriz6 por un desarrollo conciso, a diferencia de la matema-
tica griega, es decir, fue pensada como herramienta para resolver problemas concretos derivados
del comercio, la arquitectura, la astronomia o el cobro de impuesto.

Si bien la civilizacién china data del afio 1,000 A.C., el avance notable de la mateméatica
se dio alrededor del siglo IV A.C. Fueron los primeros en usar unas «pizarras o tablas de calculoy,
lo que supone el uso de un sistema numérico decimal. De todas formas, hay poca informacion
del conocimiento matematico chino anterior al afio 100 A.C. Sélo se cuenta con un libro del afio
180 A.C. aproximadamente, més otros posteriores, aunque no estan completos. Se conoce un
texto astrondmico, recopilacion de conocimientos entre el 100 A.C. y el 100 D.C., que incluye
una version china del Teorema de Pitdgoras.
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Figura B.7: Representacion numérica utilizada en las pizarras o tablas de cdlculo.

Otra de las recopilaciones chinas en materia de conocimiento matematico es el libro
«Jiuzhang suanshei» («Prescripciones mateméticas en nueve capitulos»). Este libro contiene
muchos problemas con sus respectivas soluciones. Entre los temas que incluye estan las soluciones
para obtener las raices cuadrada y ciibica mediante una técnica geométrica que es equivalente al
uso del triangulo de Pascal, y la solucién de sistemas de ecuaciones lineales, que logra obtener
soluciones numéricas explicitas manipulando los coeficientes de las ecuaciones, que no es otra
cosa que uno de los métodos méas utilizados en el anélisis numérico, conocido como «Eliminacion
de Gauss».

Otro de los logros chinos fue la aproximacion del ntimero m, al que definieron dentro de
estos limites: 3,1415926 < 7 < 3,1415927. El matematico Zu Chongzhi (429-501 D.C.) -0 Tsu
Ch’ung Chi- recomendaba tomar el valor % como una muy buena y precisa aproximacion, y %,
para una precisién normal.?

Por otro lado, el desarrollo matematico chino estuvo muy ligado a la astronomia. Y en la
astronomia, una de las herramientas maés utilizadas era la interpolaciéon, por lo que el astrénomo
Liu Zho introdujo la interpolacién cuadrética con un método de diferencias de segundo orden
(siglo VI D.C.).

Como se escribi6 al principio, hasta el siglo XIV D.C., se puede considerar que la ma-
tematica china avanz6 en forma auténoma respecto del resto del mundo, si bien hay algunos
investigadores que encontraron el uso de un simbolo para el cero muy similar al usado por los
mateméticos indios. Aun asi, desarrollaron métodos para hallar raices de polinomios (usaron un
método conocido hoy como de Ruffini-Horner para ecuaciones hasta grado 10) y un método de
interpolacion cibico similar al método de las diferencias progresivas de Newton.

8E] método utilizado por Zu Chongzhi para obtener la aproximaciéon del nimero 7 se basé en un poligono
de 3,072 lados. Arquimedes, quien calculo el valor de 7 en el siglo III A.C. y es considerado como el primero en
calcular ese nimero en forma sistematica, utiliz6 uno de 96 lados y lo definié como % << % Esta coincidencia
podria suponer que la matematica china en esa época ya estaba vinculada con el resto del mundo, tal vez mas
de lo que se piensa. De todos modos, la mayoria de los investigadores considera poco probable que Zu Chongzhi

conociera el trabajo de Arquimedes.
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Figura B.8: Numeros chinos.

En épocas posteriores y hasta la actualidad, la matematica china se integré a la del resto
del mundo y fue influida por el conocimiento occidental, pero manteniendo su particularidad en
algunos temas.

Puede decirse que uno de los grandes aportes a la aritmética es el famoso édbaco chino,
tal vez la primera herramienta de calculo mecénica y antecesor de la regla de célculo y las
calculadoras modernas.

B.5. Los arabes

Si la matematica actual tiene una deuda con los matemaéticos indios, que introdujeron el
sistema numérico posicional que se utiliza en casi todo el mundo, tanto que algunos investiga-
dores la llaman «la gran deuday, entonces puede considerarse que los otros grandes aportantes
no debidamente reconocidos son los matematicos arabes, quienes aportaron conocimientos y
nuevos desarrollos a la matematica actual en el mismo nivel que los considerados padres de la
matemaética, los griegos.

Durante mucho tiempo los matematicos arabes fueron considerados errbneamente como
«reproductoresy» del conocimiento matematico griego, algo que hoy se sabe, no se ajusta a la
verdad. Atn no se sabe a ciencia cierta como se desarrolld la matemaética drabe a partir del afio
800 D.C. en el area que hoy ocupan Iran e Irak, y en particular, en Bagdad, pero se estima que
la influencia de los matematicos indios fue determinante en este desarrollo, producto tal vez del
comercio entre drabes e indios.

Los arabes comenzaron traduciendo los viejos textos griegos, es cierto, pero aportaron a
la matemética otra de las grandes ramas de la matemética actual. Entre las traducciones més
importantes hechas por los arabes se encuentran las de las obras de Euclides (entre ellas, los
«Elementosy, fundamental en geometria), algunas obras de Arquimedes y las obras completas de
Diofanto y Menelao, en matemética, y el «Almagesto» de Claudio Tolomeo?, el mayor astrénomo
y geografo de la antigiiedad, que vivio alrededor del siglo II D.C., que fuera fundamental como
piedra angular del conocimiento astronémico y geografico entre el siglo VIII y el siglo XV D.C.
en Asia menor y Europa.'®

9En realidad, el nombre de la obra fue El gran tratado, en griego He Megalé Syntaxis, cuya traduccion al arabe
se denominé «Al-Majisti», que al ser traducido al latin tomé el nombre de «Almagesto».

10Fs probable que sin el «Almagesto» de Claudio Tolomeo, Colén nunca hubiese evaluado navegar hacia el
oeste en busqueda de las Indias Orientales. Aun con el error manifiesto en la determinacion del radio del globo
terrestre, los mapas y los conocimientos astronémico y geografico incluidos en dicha obra ayudaron a definir la
idea de Colén.
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Figura B.9: Numeros ardbigos.

Para tener una idea cabal de la contribucién de los arabes a la matematica actual, basta
saber que una de las ramas mas importantes de la mateméatica actual, el &lgebra, nace con
uno de los matematicos méas brillantes de la Edad Media: Abu Ja’far Muhammad ibn Musa al-
Khwarizmi, o simplemente, al-Khwarizmi, quien vivié entre los anos 780 y 850 D.C., aunque no
hay datos certeros al respecto. Su gran revolucién consistié en cambiar el viejo concepto griego de
una matemaética geométrica para pasar a una matematica unificadora de todos los conocimientos
disponibles hasta el momento: el algebra. Su obra més importante, «Kitab al-Mukhtasar fi
hisab al-jabr w’al-muqabala», que traducido significa «Libro conciso de cdlculo de restauracion y
oposiciony, es justamente la que sirvié para darle el nombre a esta nueva rama de la matematica
(«al-jabr» ) y, por supuesto, es el primer libro de algebra. No contento con esto, la latinizacion
de su apellido en las publicaciones occidentales, que se tradujo como «Algoritmi», «Algorizmi»
o «Alchorismiy, llevo a la creacion de la palabra que hoy es fundamental en el anélisis numeérico:
«algoritmoy.

No s6lo «inventoy» el algebra sino que ademés fue el que introdujo en el imperio arabigo el
sistema numérico posicional y los simbolos numéricos de la matematica india, en su obra «Kitab
al-hisab al-cadad al-hindi», o sea, «Libro del cdlculo con los nimeros hindies», con todo lo que
ello significa. Posteriormente, otros mateméticos le dieron la forma actual a los nimeros, que
pasaron a ser conocidos como «nimeros arabigos», y que son los que todos conocemos y usamos,
entre ellos al-Biruni (Abu Rayhan al-Biruni) y al-Banna al-Marrakushi (Abu’l-Abbas Ahmad ibn
Muhammad ibn Uthman al-Azdi), como se ve en la figura B.9.

A al-Khwarizmi se suma otro de los grandes mateméaticos arabes, Omar Khayyam (Ghi-
yath al-Din Abu’l-Fath Umar ibn Ibrahim Al-Nisaburi al-Khayyami), de origen persa y que vivio
en el siglo XI D.C., que se ocup6 de mejorar el algebra de al-Khwarizmi, al armar una clasificacion
completa de las ecuaciones ciibicas con soluciones geométricas que se basaron en intersecciones
de secciones conicas.

El matematico al-Karaji (Abu Bakr ibn Muhammad ibn al-Husayn Al-Karaji), que vivio
entre 953 y 1,029 D.C., parece ser que fue el primero en liberar al algebra de las operaciones
geomeétricas como solucién de los problemas y las reemplazé por operaciones aritméticas. También
fue quien descubri6 el teorema del binomio con exponentes enteros, que fue un factor fundamental
en el desarrollo del analisis numérico con el uso del sistema decimal.

1E] nombre dlgebra provino de la traduccion al latin hecha por Gerardo de Cremona, aproximadamente en
1,170 D.C., cuyo titulo fue: «Liber Maumeti filiit Moysi Alchorismi de Algebra et almuchabala», cuya traduccion
al castellano es: «Libro de Mahoma, hijo de Moisés, Alchorismi, de Algebra y almuchabala».
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Y hay mas. El matematico Ibrahim ibn Sinan (908-946 D.C.) introdujo un método de
integracién més general que el desarrollado por Arquimedes, en tanto que los matematicos Abu’l
Wafa (Mohammad Abu’l-Wafa al-Buzjani), Abu Nasi Mansur (Abu Nasr Mansur ibn Ali ibn
Iraq) y el mencionado al-Biruni, usaron féormulas mateméaticas que incluian a las funciones seno
y tangente, en sus calculos astrondémicos. Justamente, en astronomia es donde se dieron unos
avances extraordinarios que mejoraron notablemente los conocimientos de la época, que estaban
basados en el famoso «Almagesto» de Claudio Tolomeo. Fueron los avances mas importantes
hasta el Renacimiento, s6lo superados por la teoria heliocéntrica de Copérnico.

B.6. Los mayas

La civilizacién maya vivié en la zona de la peninsula de Yucatén, en lo que hoy es Belize,
Honduras, El Salvador, Guatemala y parte de México. Se estima que dur6 entre el 2,000 A.C. y
el 900 D.C. Cuando los espafioles conquistaron América, la civilizaciéon habia declinado y buena
parte del territorio estaba bajo dominacién azteca.!?

Fue el monje franciscano Diego de Landa quien se ocupé de ayudar y proteger al pueblo
maya de los abusos de los espafioles de la época, probablemente en la segunda mitad del siglo XVI
D.C. Sin embargo, su falta de conocimiento de la cultura y su mala interpretaciéon de la escritura
jeroglifica de los mayas, lo llevd a quemar casi toda la obra escrita existente, lo que produjo
una angustia terrible en el pueblo. Pocos documentos sobrevivieron semejante destruccion, entre
ellos, el denominado Cddigo de Dresde. Pero, méas adelante, y probablemente arrepentido de la
destrucciéon cometida, se encargd de escribir un libro dedicado a la cultura maya cuyo titulo es
Relacion de las cosas de Yucatdn, publicado alrededor de 1,566.

Por lo pronto, el periodo mas importante de los mayas se dio entre los afios 250 y 900 D.C.,
llamado hoy el periodo clasico y en el que produjeron los mayores avances y conocimientos en
varias areas. Fn esa época construyeron varias ciudades, como Tikal, por ejemplo, ciudad que llegd
a albergar a 50,000 habitantes. También construyeron sistemas de irrigacién para sofisticados
sembradios que abastecian de alimentos a la poblacién, lo cual da una idea de conocimientos
avanzados en hidraulica, ademas de arquitectura e ingenieria.
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Figura B.10: Ndmeros mayas.

Otra caracteristica es que la religion que profesaban los convirtié en unos astrénomos ex-
traordinarios. Esto derivé en el desarrollo de importantes conocimientos matematicos. Es notable
que los mayas fueron el otro pueblo -conocido- que desarroll6é un sistema numérico posicional que

12Hernan Cortés desembarco en el norte de la peninsula y rapidamente logré tomar posesiéon de la zona porque
los descendientes de los mayas apenas opusieron resistencia.
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incluia al cero, que era de base 20 (no de base 10 como el nuestro). Este notable sistema no fue
un sistema posicional en el sentido actual, pues en la posicion tres (el equivalente nuestro a las
centenas) en lugar de corresponder a 202, o sea, 400, correspondia a 360, es decir, a 18 - 20, para
luego continuar con posiciones en base 20. Por ejemplo, el namero [8;14;3;1;12] en notacion
maya, convertido a notacién actual es:

12-20°4+1-204+3-20-18 +14-20-18-20 + 8-20-18-20% =
12 4+ 20 + 3-360 + 14 - 7,200 + 8 - 144,000 = 1,253,912.

La descripcion de este sistema se encontréd en el Cédigo de Dresde, el cual contiene buena
parte del conocimiento astronémico de los mayas, por lo cual algunos investigadores consideran
que es muy posible que contaran con al menos dos sistemas numeéricos: uno para la astronomia,
el que acabamos de mostrar, y otro para las operaciones normales, ese si posicional completo y
de base 20.13

El conocimiento astronémico de los mayas es mas que asombroso. Fueron unos extraor-
dinarios observadores que guardaban todas las mediciones y observaciones que hicieron. Eso los
llevé a definir la duraciéon del ano solar en 365,242 dias de duracién, que estaba dividido en en
18 meses de 20 dias, a los que agregaban un «mini-mes» de 5 dias al final del afio. Ese calendario
era el calendario civil. Es notable esa divisién del ano, pues da la impresién que esa es la razén
del sistema posicional visto antes. Ademaés, contaban con otro calendario, el ritual o religioso, de
260 dias al ano, dividido en 13 meses de 20 dias (otra vez la base 20). Esa diferencia entre ambos
calendarios hacia que ambos coincidieran en un mismo ciclo cada 18,980 dias, o sea, cada 52 anos
«civilesy, que era justamente la duraciéon del ciclo sagrado. Tengamos en cuenta que hoy en dia la
duracién del ano solar esté calculado en 365,242198 dias, lo que muestra la asombrosa capacidad
de los mayas para las mediciones y los calculos, Asi también, fueron muy precisos para calcular
el mes lunar. De acuerdo con las mediciones hechas en Copan (actualmente en la frontera de
Guatemala y Honduras), el mes lunar dura 29,5302, en tanto que segtn las mediciones hechas
en Palenque (México), el lunar dura 29,5308 dias. El valor actual es 29,53059, casi el promedio
de ambas mediciones. Nuevamente, jasombroso!

Lamentablemente, no se conocen otros detalles del desarrollo matematico de los mayas,
pero si se sabe que tuvieron un conocimiento geométrico muy avanzado, que se observa en la
arquitectura.

B.7. Los incas

Los incas fueron imperio que se extendié entre el norte de Ecuador y la provincia de
Mendoza (Argentina) al sur, y desde el altiplano de Bolivia y Peru hasta la costa del Océano
Pacifico. En relaciéon con otros imperios, incluyen el maya y el azteca, fue de muy corta duracion,
pues en su maximo apogeo alcanzé a durar unos 100 anos, entre 1,430 y 1,530 aproximadamente,
cuando fue conquistado y destruido por los espanoles, en medio de una guerra interna por la
sucesion del Inca.

Una de las peculiaridades del imperio inca es que no tuvieron un sistema de escritu-
ra tradicional, por lo que la transmisiéon de buena parte del conocimiento se hacia en forma
oral o mediante representaciones o dibujos, tanto en telas como en vasijas u otros elementos,
generalmente producto de la alfareria. Esta falta del sistema escrito «formal», ha dificultado
enormemente entender el alcance de los conocimientos que habian alcanzado.

Atn asi, tuvieron un sistema de registro contable, si se quiere, bastante avanzado, que
consistié en un conjunto de cuerdas anudadas que servian como representaciéon de cantidades
(ntumeros). Estos registros se denominaban «quipu» y estaban basado en sistema de represen-
tacion numérica de base 10. Era bastante complejo y permitia representar ntimeros bastante

13Fsta hipotesis no es tan descabellada, pues algo parecido sucede hoy con el sistema numérico posicional
decimal y el sistema sexagesimal usado en mediciones geogréficas y astronémicas.
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grandes, en el orden de 10°. Tengamos en cuenta que los nimeros romanos eran muy pobres
como representacién numérica, lo mismo que los griegos, en algiin sentido, en tanto que los ni-
meros indo-ardbigos eran muy eficientes, lo mismo que el sistema de los mayas. Esta forma de
representacion inclufa una forma de cero, mediante la ausencia de nudos.

Figura B.11: Representacion del numero 586 en un «quipuy.

El «quipu» era usado esencialmente como un sistema de registro contable o equivalente,
lo que requeria de personal capacitado para descifrarlos. Esos empleados, de alto rango, eran
conocidos como «quipu-camayo». El sistema de registro permitia que de las cuerdas principales
salieran cuerdas subsidiarias, lo cual pareciera darles una flexibilidad muy importante al momento
de manejar esos registros.

Figura B.12: Ejemplo de un «quipu» con cuerdas subsidiarias.

Como indicamos antes, La falta de u n sistema de escritura tradicional ha dificultado
el entendimiento de la matematica inca. Si se conocen elementos que se asocian a una especie
de abaco inca o pizarra (o tabla) de calculo, cuyo nombre es «yupana», que de acuerdo con los
investigadores, era un sistema de ayuda en los calculos numéricos. Pero también hay otros que
indican que los mismos «quipus» eran usados como elementos de célculo.

Dentro los conocimientos avanzados de los incas se encuentran la hidraulica, la ingenieria,
la arquitectura y la astronomia. En los pocos afios que duré el imperio, construyeron varios canales
de irrigacion en la zona del Cusco (o Cuzco), grandes areas para cultivo en forma de terrazas
escalonadas con canales de irrigacién'?, carreteras para la comunicacion del imperio™® y templos

“En la Quebrada de Humahuaca quedan restos de una de ellas en la zona de Coctaca, a unos 6 km al este de
la ciudad de Humahuaca.

15T0 curioso es que las carreteras no fueron hechas para vehiculos sino para mensajeros a pie, los «chasquisy,
pues no conocieron la rueda.
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y edificios que se caracterizaron por un espectacular conocimiento en el uso de la piedra como
elemento base en el diseno de estructuras.

Y respecto del conocimiento astronémico, los incas usaron un calendario solar de 365
dias, muy similar al usado por los mayas y los egipcios, aunque con algunas peculiaridades
debidas a su sistema numérico. Existen algunos investigadores que creen que para los célculos
astrondmicos lo incas contaban con un sistema numérico similar al maya, pero de base 36 y 40. Es
por eso que deberia seguirse la investigacion acerca de la matematica inca, pues es probable que se
encuentren muchos mas datos y de esa forma, tener un mejor entendimiento de los conocimientos
matematicos que parecen haber sido muy importantes.

- Pag. 218 - Resumen de las Clases Tedricas Revision: 11/2021



Analisis Numeérico BIBLIOGRAFIA

Bibliografia

[1] Akima, H. A New Method of Interpolation and Smooth Curve Fitting Based on Local Pro-
cedures. J.LACM, vol. 17, no. 4, pp. 589-602, 1970.

[2] Broyden. C. G. A Class of Methods for Solving Nonlinear Simultaneous Equations. Math.
Comp. 19, 577-593, 1965.

[3] Burden, R. L., Faires, J. D. & Burden, A. M. Andlisis Numérico. Décima Edicion, CENGA-
GE Learning, 2016.

[4] Dennis Jr., J. E. & Moré, J. J. Quasi-Newton methods, motivation and theory. SIAM Review,
Vol 19, No 1, pp. 46-89. January 1977.

[5] Ezquerro, J. A., Gutiérrez, J. M., Hernandez, M. A. y Salanova, M. A. El método de Halley:

posiblemente el método mds redescubierto del mundo. Universidad de La Rioja, Espafia. 2001
[6] Gavurin, M. K. Conferencias sobre los métodos de cdlculo. Editorial Mir, 1973.

[7] Goldberg, D. What every Computer Scientist should know about Floating-Point Arithmetic.
ACM Computing Surveys, March 1991.

[8] Gonzalez, H. Andlisis Numérico, primer curso. Primera Edicion, Nueva Libreria, 2002.

[9] Grear, J. F. How Ordinary Elimination became Gaussian Elimination. arXiv:0907.2397v4.
2010.

[10] Higham, N. J. Accuracy and Stability of Numerical Algorithms. STAM, 1996.

[11] Higham, N. J. How accurate is Gaussian Elimination. Numerical Analysis 1989, Proceedings
of the 13th Dundee Conference, volume 228 of Pitman research Notes in Mathematics.1990.

[12] Higham, N. J. The numerical stability of barycentric Lagrange interpolation. IMA Journal
of Numerical Analysis. 2004.

[13] Marshall, G. Solucién numérica de ecuaciones diferenciales, Tomo I. Editorial Reverté S.A.,
1985.

[14] O’Connor, J. J. & Robertson, E. F. MacTutor History of Mathematics. University of St
Andrews. (http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history /Indexes/HistoryTopics.html)

[15] Saad, Y. Iterative Methods for Sparse Linear Systems. Second Edition, 2000.
[16] Samarski, A. A. Introduccion a los métodos numéricos. Editorial Mir, 1986.

[17] Shewchuk, J. R. An introduction to the Conjugate Gradient Method without the agonizing
pain. Edition 1%. School of Computer Science. Carnegie Mellon University.

[18] Trefethen, L. N. The Definition of Numerical Analysis. SIAM News. November 1992.

Revision: 11,/2021 Resumen de las Clases Tedricas - Pag. 219 -



BIBLIOGRAFIA Analisis Numérico

[19] Trefethen, L. N. Numerical Analysis. Princeton Companion to Mathematics. 2008.
[20] Trefethen, L. N. & Berrut, J. P. Barycentric Lagrange Interpolation. 2004.

[21] Zill, D. G. Ecuaciones diferenciales con aplicaciones de modelado. Séptima Edicion, Inter-
national Thomson, 2002.

- Pag. 220 - Resumen de las Clases Tedricas Revision: 11/2021



	Prólogo
	Errores en los métodos numéricos
	Una definición de Análisis Numérico
	El concepto y las fuentes de error
	Introducción
	Concepto de error
	Fuentes de error

	Error absoluto y error relativo
	Propiedades de los algoritmos
	Condición de un problema
	Estabilidad de un algoritmo

	Errores
	Error inherente
	Error de redondeo
	Error de truncamiento/discretización
	Errores por <<overflow>> y <<underflow>>

	Propagación de errores
	Propagación del error inherente
	Propagación del error de redondeo
	Propagación de los errores inherentes y de redondeo

	Gráfica de proceso
	Perturbaciones experimentales
	Estimación del número de condición
	Estimación del término de estabilidad

	Inestabilidad en los algoritmos
	Cancelación
	Acumulación del error de redondeo
	Aumento de la precisión

	Diseño de algoritmos estables

	Ecuaciones no Lineales
	Introducción
	Método de la bisección
	Método de la falsa posición o <<regula falsi>>
	Método de las aproximaciones sucesivas o punto fijo
	Método de Newton-Raphson
	Análisis del error
	Métodos de convergencia acelerada
	Método de Steffensen
	Método de Halley
	Notas finales

	Sistemas de Ecuaciones Lineales y No Lineales
	Introducción
	Definiciones
	Matrices triangulares
	Eliminación de Gauss y sustitución inversa
	Factorización LU
	Método de Cholesky
	Matrices simétricas y definidas positivas
	Algoritmo de Cholesky

	Condición de una matriz
	Refinamiento Iterativo de la Solución
	Errores de los métodos directos
	Métodos iterativos
	Métodos estacionarios
	Convergencia de los métodos estacionarios
	Métodos no estacionarios
	Convergencia de los métodos no estacionarios
	Aspectos computacionales

	Errores de los métodos iterativos
	Sistemas de Ecuaciones No Lineales
	Notas finales

	Interpolación de curvas
	Introducción
	Interpolación o Método de Lagrange
	Interpolación o Método de Newton
	Interpolación baricéntrica de Lagrange
	Fenómeno de Runge
	Interpolación por Trazadores cúbicos o splines
	Interpolación o Método de Hermite
	Interpolación por el método de Akima
	Notas finales

	Mejor aproximación y ajuste de funciones
	Mejor aproximación
	Introducción
	Error y normas vectoriales
	Método de los cuadrados mínimos

	Ajuste de funciones
	Introducción
	Aproximación por mínimos cuadrados
	Polinomios de Legendre

	Notas finales

	Diferenciación e integración numérica
	Diferenciación numérica
	Diferencias progresivas, regresivas y centradas
	Aproximación por polinomios de Taylor
	Extrapolación de Richardson
	Notas finales

	Integración numérica
	Fórmulas de Newton-Cotes
	Fórmulas cerradas de Newton-Cotes
	Fórmulas abiertas de Newton-Cotes
	Cuadratura de Gauss
	Integrales múltiples

	Notas finales

	Ecuaciones diferenciales ordinarias
	Ecuaciones diferenciales ordinarias con valores iniciales
	Introducción
	Condición de Lipschitz
	Problema bien planteado
	Métodos de Euler explícito e implícito
	Método Predictor-Corrector de Euler
	Error cometido al resolver una ecuación diferencial
	Métodos de Taylor de orden superior
	Métodos de Runge-Kutta
	Métodos de paso múltiple
	Métodos predictores-correctores

	Análisis de estabilidad
	Consistencia y convergencia
	Ec. diferenciales ordinarias de orden superior
	Aplicación de los métodos para ecuaciones diferenciales de primer orden
	A partir de la serie de Taylor
	Aproximación de la derivada segunda

	Sistemas de ecuaciones diferenciales
	Ecuaciones diferenciales con cond. de contorno
	Introducción
	Método del tiro o disparo lineal
	Diferencias finitas

	Notas finales

	El análisis numérico y la ingeniería
	Un poco de historia
	Los egipcios
	Los babilonios
	Los indios
	Los chinos
	Los árabes
	Los mayas
	Los incas


